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Bezeichnungen

c(M) Anzahl der Spalten einer Matrix (“columns”), vgl. A.3.1.1.

Char(k)  Charakteristik des Korpers k, vgl. 1.2.5

Dn Gruppe der nicht-singuldaren Diagonal-Matrizen, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (b).

D(f) offene Hauptmenge zur Funktion f, vgl. 1.3.5.

dimK M  Dimension des Vektorraums M tiber dem Schiefkorper K, vgl. Bemerkung
A.3.1.2 (iii).

A gewohnlich die Komultiplikation k[G]—k[G]®k[G] einer linearen
algebraischen Gruppe G, vgl. 2.1.2.

e gewohnlich die Einsabbildung G—G einer algebraischen Gruppe G, vgl.
vgl. Bemerkung 2.1.1.1 (vi), manchmal auch die Auswertungsabbildung
im Einselement k|G] — k, f » f(e), d.h. das als k-rationaler Punkt
aufgefalite neutrale Element der Gruppe, vgl. 2.1.2.

€ gewohnlich der von der Einsabbilung e induzierte k-Algebra-
Homomorphismus k[G]—k[G] einer linearen algebraischen Gruppe G,
vgl. 2.1.2.

Endk(V) der k-linearen Endomorphismus V — V des endlich-
dimensionalen k-Vektorraums V, vgl. 2.4.1. Dieselbe Bezeichnung wird
auch verwendet im Fall einer unendlichen Dimension von V , vgl. 2.4.7.

End(V) = Endk(V), vgl. 2.4.1.

F Teilkorper von k, vgl. 1.3.7.

F[X] F-Struktur der algebraischen Menge X, vgl. 1.3.7

GY Komponente der Eins der algebraischen Gruppe G, vgl. 2.2.1.2.

Ga additive Gruppe, vgl. 2.1.4, Beispiel 1.

Gm multiplikative Gruppe, vgl. 2.1.4, Beispiel 2.

GL1 multiplikative Gruppe, vgl. 2.1.4, Beispiel 2.

GLn allgemeine lineare Gruppe, vgl. 2.1.4, Beispiel 3.

GL(V) allgemeine lineare Gruppe des endlich-dimensionalen k-Vektorraums V,
Gruppe der linearen Automorophismen von V, vgl. 2.1.5 Aufgabe 1.
Dieselbe Bezeichnung wird auch verwendet im Fall einer unendlichen
Dimension von V , vgl. 2.4.7.

I(X) Ideal der Polynome von k[T], welche in allen Punkten der Menge X C K
gleich Null sind, vgl. 1.1.1

IX(Y) Ideal der Funktionen aus dem Koordinatenring der algebraischen Menge X,

welche auf der Teilmenge Y C X identisch Null sind, vgl. 1.3.2.

gewohnlich die Invertierungsabbildung G—G einer algebraischen Gruppe
G, vgl. 2.1.1.1.



M)

gewohnlich der Antipode k[G]—k[G] einer linearen algebraischen Gruppe

G, vgl. 2.1.2.
algebraisch abgeschlossener Korper, vgl. 1.1.1.

Polynomring uiber k in den Unbestimmten T =T 1""’Tn’ vgl. 1.1.1

affiner Koordinatenring der algebraischen Menge X, vgl. 1.3.1
Linkstranslation einer Gruppe mit dem Gruppen-Element g, vgl. 2.2.0 und

2.3.2 Beispiel 2.
Menge der nxn-Matrizen, vgl. 2.1.4 Beispiel 3.

das maximale Ideal der Funktionen des Koordinatenrings einer
algebraischen Menge, welche im Punkt x gleich Null sind, vgl. 1.3.2

Matrix der linearen Abbildung ¢ bezuglich der geordneten Basen v’ und v”
von Urbild bzw. Bildraum, vgl. Bemerkung A.3.1.2 (v).

Matm n(K) Modul der mxn-Matrizen mit Eintragen aus dem Ring K, vgl. Bemerkung

9

Matn (K)

A.3.1.1 (ii).

Modul der nxn-Matrizen mit Eintragen aus dem Ring K, vgl. Bemerkung
A3.1.1 (iid).

gewohnlich die Multiplikationsabbildung GXG—G einer algebraischen

Gruppe G, vgl. 2.1.1.1.
die orthogonale Gruppe, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (f).

Garbe der regularen Funktionen auf der algebraischen Menge X, vgl.

1.4.1.
Einschrankung der Garbe OX auf den Unterraum Y von X, vgl. 1.4.2

lokaler Ring der algebraischen Menge X im Punkt x€X, vgl. 1.4.3.

voller Quotientenring des Rings R, Quotientenkorper des Integritatsbereichs
R, vgl. 1.4.4.
Rechtstranslation einer Gruppe mit dem Gruppen-Element g, vgl. 2.2.0 und

2.3.2 Beispiel 2.
Anzahl der Zeilen einer Matrix (“rows”), vgl. A.3.1.1.

der Gruppen-Homomorphismus G — GL(k[X]) zu einer Operation der

linearen algebraischen Gruppe G auf einer affinen Varietat X, vgl. 2.3.5.
maximales Spektrum der affinen k-Algebra A, vgl. 1.3.2.
die spezielle lineare Gruppe, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (e).

die spezielle orthogonale Gruppe, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (g).
die symplektische Gruppe, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (h).

Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (c).
Tensoralgebra des A-Moduls M, vgl. A.2.2.

Typ einer einer Matrix M, vgl. A.3.1.1.
Gruppe der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen, vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (d).

Menge der gemeinsamen Nullstellen der Polynome aus der Menge M, vlg.
1.1.1.

Menge der gemeinsamen Nullstellen der Funktionen des Ideals I des
Koordinatenrings der algebraischen Menge X, vgl. 1.3.2.

Nil-Radikal des Ideals I, vgl. 1.1.1.



(H, K) Kommutator-Gruppe der Untergruppen H und K einer Gruppe, vgl.
Bemerkung 2.1.1.1 (vii).

(f,2) Morphismus mit Werten in einem Produkt von Varietiaten mit den

Koordinaten-Morphismen f und g, vgl. 1.5.1.

(x,y) Kommutator zweier Elemente einer Gruppe, vgl. Bemerkung 2.1.1.1(vii).

[f] Keim der regularen Funktion, vgl. 1.4.3

[x]=[ XO,...,Xn] Punkt mit den projektiven Koordinaten Xos vlg. 1.7.1

lil Summe der Koordinaten des Tupels i (wenn 1 als Exponent eines Monoms
in Multi-Index-Schreibweise vorkommmt), vgl. 1.7.3.

Af Quotientenring des Rings A beziiglich der Potenzen des Elements f € A,
vgl. 1.4.6.

f* der auf den Schnitten (insbesondere den globalen Schnitten) der

Strukturgarbe induzierte k-Algbra-Homomorphismus zum Morphismus f
geometrischer Raume, vgl. 1.4.7.

il der durch den k-Algebra-Homomorphismus f induzierte Morphismus
affiner k-Varieaten, vgl. Bemerkung 1.4.7 (v),

X(F) Menge der F-rationalen Punkte der algebraischen Menge X, vgl. 1.3.7.

X*= (XO,...,xn)* Punkt mit den projektiven Koordinaten Xi’ vlg. 1.7.1
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Anhange

1 Das Tensorprodukt

Bei der Einfuhrung des Tensorprodukts ist man in einer dhnlichen Situation wie bei der
Einfuhrung der Determinante: man kann zwar eine geschlossene Formel dafur angeben,
aber diese ist so aufwendig in der Handhabung, dal3 man sie in praktischen Situationen
nie benutzt, man verwendet sie nur fur theoretische Betrachtungen.

Beim Tensorprodukt ist die explizite Beschreibung nicht einmal fur theoretische Zwecke
sinnvoll. Sie ist nur von Nutzen beim Beweis fur die Existenz des Tensorprodukts.

Wir beschranken uns hier auf die Handlung des Tensorprodukts iiber kommutativen
Ringen mit 1. Sei A ein kommutativer Ring mil 1. Wir bezeichnen mit

A-Mod
die Kategorie der (linken) A-Moduln und A-linearen Abbildungen. Fur je zwei A-

Moduln U, V bezeichnen wir die Hom-Menge der Morphismen U — V in A-Mod mit

Hom A-Mo d(U, V) =Hom A(U, V).



1.0 Vorbemerkungen
Sei A ein kommutativer Ring mit 1.

(@)

(i)
(111)

@iv)

Unser Ziel ist die Betrachtung von bilinearen Abbildungen
b: UxV =W

mit beliebigen A-Moduln U, V und W, d.h. von Abbildungen f mit

f(c’uw’+c’u”, v) = ¢’-f(u’,v) + c’-f(u”,v)
f(u, c’v’ + ¢”Vv”) =c¢’-f(u,v’) + ¢’ f(u,v”’)

fur beliebige u,u’,u”€U, v,v’,v’EV und ¢’ ,c”EK.

Genauer, wir wollen die allgemeinste Art von Abbildung dieser Gestalt finden,
die es fur diese Rdumen geben kann.

Dabei ist die konkrete Konstruktion dieser Abbildung nicht besonders schon,
relativ kompliziert und genaugenommen nicht so wichtig. Wichtiger ist ihre
Eigenschaft, die ‘allgemeinste’ Abbildung zu sein und die Tatsache, da3 es eine
solche Bilinearform gibt.

Wir werden deshalb wie folgt vorgehen.

1 beschreiben zunachst, was wir unter der ‘allgemeinsten’ bilinearen
Abbildung verstehen wollen, indem wir deren sogenannte
Universalitatseigenschaft angeben.

2. Wir zeigen, durch diese Eigenschaft ist die Konstruktion bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

3. Wir beweisen unter der Annahme, dafl das Konstrukt stets existiert, dessen
wichtigste Eigenschaften.

4. Erst ganz zum Schlul werden wir zeigen, daf das Konstrukt tatsachlich
existiert.

Zunachst wollen wir zur Illustration unserer Vorgehensweise eine dhnlich gelagerte
Problemstellung betrachten, deren Losung wir im wesentlichen bereits kennen.

1.1 Beispiel fur eine Universalitatseigenschaft

Fur jede A-lineare Abbildung f:U — V wollen wir eine A-lineare Abbildung

p:V — Coker(f)

konstruieren, welche natuirliche Abbildung auf den Kokern von f heifit. Dabei sollen
folgende Bedingungen erfullt sein.

1.
2.

pef =0.
Fur jede A-lineare Abbildung g:V—W mit pog = 0 soll es genau eine A-lineare

Abbildung g: Coker(f) = W geben mit g = §°f, mit anderen Worten, eine solche
lineare Abbildung, daf} das folgende Diagramm kommutativ ist.

A% i) Coker(f)

gl’/Ng
W

Bemerkungen zum Begriff der Universalitatseigenschaft



(1) Nach Bedingung 1 ist p eine Abbildung mit pef = 0. Offensichtlich hat jede
Zusammensetzung

h
V Coker(f) —— W

mit einer beliebigen (linearen) Abbildung h ebenfalls diese Eigenschatft,.

(i)) Bedingung 2 besagt gerade, daB man durch Zusammensetzen mit solchen
Abbildungen h samtliche Abbildungen bekommt deren Zusammensetzung mit f
Null ist. Und zwar auf genau eine Weise (d.h. verschiedene h liefern
verschiedene Zusammensetzungen).

(iii) Genauer: fur jeden A-Modul W sei

C(W):={g:V— WlgistK-linear und gef =0 }.
Die Universalitatseigenschaft con Coker(f) besagt dann gerade, daf} die folgende
Abbildung bijektiv ist.

Hom , (Coker(f), W) — C(W), 2 gop.

(iv) Anders ausgedriickt bedeutet Bedingung 2 bedeutet gerade, da3 die Abbildung p
in dem Sinne ‘universell’ ist, da man aus ihr jede andere Abbildung mit der
Eigenschaft 1 gewinnen kann, und zwar auf genau eine Weise. Man sagt in einer
solche Situation, p ist universell bezuiglich Eigenschaft 1 oder auch, 2 ist eine
Universalititseigenschaft.

(v) Die obige Beschreibung des Raumes

Coker(f)

entspricht gerade dem ersten Schritt, wie wir ithn fur das Tensorprodukt
angekundigt haben. Wir zeigen hier zunédchst, da Coker(f) durch die obigen
beiden Eigenschaften bereits bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

AnschlieBend beweisen wir die Existenz von (p und) Coker(f).

Die FEindeutigkeit von Coker(f) bis auf Isomorphie el eine weitere A-lineare
Abbilduug

p:V—-=>C
gegeben, fur welche die Bedingungen 1 und 2 mit C’ anstelle von C := Coker(f) erfullt
sind.

Dann gilt p’of = 0. Auf Grund der Eigenschaft 2 von p faktorisiert sich p’ eindeutig
uber p,
iy P [
p’: V— Coker(f) — C’,
d.h. es gibt genau eine A-lineare Abbildung ;N)’ mitp’ = 5’ °p.
Da auch p’ die Universalititseigenschaft 2 besitzt und pef = 0 gilt, faktorisiert sich auch
p eindeutig uber p’,
o P o,
p: V— Coker(f) — C’,
d.h. es gibt genau eine A-lineare Abbildung F) mitp = F)Op.

Damit erhalten wir kommutative Diagramme



p p

\% C \% C

~ und ~
'l P 'l P
C C

und durch Zusammensetzen dieser Dreiecke weiterhin kommutative Diagramme

b

p p

AY/ C A/ C
und

pl Su p’l S w

C C

mitu = 505’ und u’ := 5’0 5 Auf Grund von Eigenschaft 2 ist die Abbildung u durch
die Kommutativitat des ersten Diagramms aber eindeutig bestimmt. Da das Diagramm
kommutativ bleibt, wenn man u durch die identische Abbildung ersetzt, folgt

505’ =u=1Id.
Dieselbe Argumentation mit dem zweiten Diagramm liefert

pep=u=Id
Mit anderen Worten, 5 und 5’ sind zueinander inverse Isomorphismen und die Raume
C und C’ sind isomorph (sogar in eindeutig bestimmter Weise!).

Existenz von Coker(f). Wir setzen
Coker(f) := V/Im(f)

und verwenden fur p die naturliche Abbildung
p:V — V/Im(f), v 5 v + Im(f),

auf den Faktorraum,

p(v) :=v + Im(f).
Dann ist Bedingung 1 offensichtlich erfullt. Beweisen wir, daf3 auch 2 gilt. Sei also eine
A-lineare Abbildung

gegeben mit gof = 0. Wir haben zu zeigge'n?]es giv‘t:]t genau eine A-lineare Abbildung
2:V/Im(f) - W
mit gof = g. Falls E existiert, so muf} gelten,
gv+Im() = g(f(v)) = gv).

mit andern Worten, der Wert von g an der Stelle v+Im(f) ist eindeutig bestimmt.

Wir haben noch die Existenz von g zu beweisen. Wir setzen

- g(v+Im(D) :=g(v). o
Falls wir zeigen konnen, daf} diese Definition korrekt ist, so sind wir fertig, denn dann
gilt

g(f(v)) = g(v) fur alle v€V

(und offensichtlich ist g eine lineare Abbildung).
Beweisen wir die Korrektheit der Definition (*). Seien v,v’EV zwei Vektoren mit
v + Im(f) = v’ + Im(f).
Wir haben zu zeigen, daf} dann g(v) = g(v’) gilt. Auf Grund der Voraussetzung gilt
v-v’ € Im(f).

Wegen gof =0 gilt gl =0, d.h.

Im(f)



0=g(v-v’) =gv) - g(v"),
also g(v) = g(v’).
QED.
Bemerkung
Wir haben damit die naturliche Abbildung p: V. — V/Im(f), v i v + Im(f), fur jede
lineare Abbilung f: U — V durch eine Universalititseigenschaft charakterisiert. Ist
UCV ein linearer Unterraum und f: U & V die naturliche Einbettung, so erhalten wir
gerade die folgende Charakterisierung der natuirlichen Abbildung
p:V—V/U v v+U.
Es gilt der Homomorphie-Satz:
1. UC Ker(p).

2. Eine lineare Abbildung g: V — W faktorisiert sich genau dann uiber p, wenn U
C Ker(g) gilt.

3.  Die Faktorisierung von g uber p ist, falls sie existiert eindeutig.

1.2 Definition des Tensorprodukts zweier A-Moduln

Seien V und W zwei A-Vektorraume. Das Tensorprodukt von V und W ist ein A-
Vektoraum

VROW = V® AW
zusammen mit einer A-bilinearen Abbildung

wobei folgende Bedingung erfullt ist.
(®) A-bilineare Abbildung b:VxW—U mit Werten in einem A-Vektorraum U
faktorisiert sich eindeutig uiber p,

Yy

b
b:VXW&V@W—) U,
d.h. es gibt genau eine A-lineare Abbildung bmitb = BOp.

Mit anderen Worten, es gibt ein kommutatives Diagramm

VxW
pl /D
VW

mit einer linearen Abbildung b, und diese lineare Abbilding b ist durch die
Kommutativitat dieses Diagramms eindeutig bestimmt.

U

Die Elemente von V®W heiflen Tensoren.
Bemerkungen

(i)  Setzt man die bilineare Abbildung p:VxW—=V®W mit einer linearen Abbildung
V®W—U zusammen, so erhdlt man trivialerweise eine bilineare Abbildunge



VxW—U. Bedingung (®) besagt gerade, dal man auf diese Weise jede auf VxW
definierte bilineare Abbildung erhilt erhalt, und zwar jede auf genau eine Weise.

(i) Bedingung (®) ist dquivalent zu der Aussage, daB die folgende lineare Abbildung
bijektiv ist.
Hom , (VOW.U) — L(V,W.U), b peb.
Dabei bezeichne
L(V,W;U)
den A-Modul der tiber A bilinearen Abbildungen VxW—U.
(iii)) Wir zeigen als nachstes, dal das Tensorprodukt, falls es existiert, bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Danach werden wir die wichtigsten

Eigenschaften des Tensorprodukt unter der Annahme, daf es existiert, ableiten.
Seine Existenz beweisen wir ganz zum Schluf.

1.3 Eindeutigkeit des Tensorprodukts bis auf Isomorphie

Seien V,W zwei A-Vektorraume und
b: VxW — Uund b’: VxW — U’
zwei bilineare Abbildungen, welche die Eigenschaft (®) eines Tensorprodukts besitzen.

Dann gibt es genau einen A-linearen Isomorphismus f:U—U’ , fur welchen das
folgende Diagramm kommutativ ist.

VxV

by =/ f

U’

U

d.h. es gilt b’ = feb.
Beweis. Auf Grund der Universalitatseigenschaft (®) von b gibt es zumindest eine A-
lineare Abbildung f:U—U’ mit der geforderten Eigenschaft,

U

VxV
v, J/f
U,
Weiterhin gibt es aber auch (auf Grund der Universaltitseigenschaft (®) von b’) eine A-
lineare Abbildung f” sodal}

VxV
b’ J/ / f’
U’
kommutativ ist. Durch Zusammensetzen dieser kommutativen Dreiecke erhalten wir
kommutative Diagramme

U

b

VxV U’ VxV U
v, Sw b, STu
U’ U

mit u := fof” und v’ := f’of. Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage von (®) sind die
linearen Abbildungen u und u’ durch die Kommutativitit dieser Diagramme eindeutig
festgelegt. Da die Diagramme aber kommutativ bleiben, wenn man u und u’ durch die
identischen Abbildungen ersetzt, gilt



fof’ =u=Id und f’f =u’ =Id.
Die Abbildungen f und f” sind folglich zueinander inverse Isomorphismen.
QED.

Bemerkungen
(1)  Aus der obigen Argumentation ergibt sich, da3 jede A-lineare Abbildung f, fur
welche das Diagramm

VxV
b’} / f
U’
kommutativ ist, automatisch ein Isomorphismus ist.

U

(i) Im folgenden nehmen wir an, daf} das Tensorprodukt zweier A-Vektorraume V

und W stets existiert. Das Bild des Paares (v,w)&VxW bei der naturlichen
Abbildung

p= pV,W:VXW — VROW

bezeichnen wir wie in der Definition mit v&®w, d.h. die naturliche Abbildung soll
gerade die Abbildungsvorschrift

VxW — VW, (v,w) b v@®w.

haben. Die Bilinearitit der naturlichen Abbildung p bedeutet gerade, daf} die
folgenden Rechenregeln gelten.

(a) V+V)ROW =V ROW + VW
(b) VRO(W’ +W”’) = vRW’ + v@®wW”
(c) (cv)®w =c(V®OW) = v®(cw)

fur beliebige v,v’,v’EV, w,w’ ,w’EW, cEA.

Wir beweisen als nachstes die wichtigsten Eigenschaften des Tensorprodukts.

1.4 Ein Erzeugendensystem fur VW

Seien (Vi)i a1 und (Wj)j el Erzeugendensysteme der A-Vektorraume V bzw. W. Dann
bilden die Vektoren der Gestalt
V.QW.
)
mit i€l und jJEJ ein Erzeugendensystem des Vektorraums VOW.

Beweis. Sei

U:=<Vi®ijiEI,jEJ> C Veow

der von den Vektoren Vi®Wj erzeugte A-Teilmodul von V®W. Jeder Vektor vEV ist
Linearkombination der \A und jeder Vektor w&W ist Linearkombination der wj . Also
ist v®w Linearkombination der Vi®WJ.. Mit anderen Worten, fur jedes v&V und jedes

weW gilt



vew € U.
Die Abbildungsvorschrift der naturlichen Abbildung

p: VxW — VAW, (v,w) B VOW
definiert also auch eine bilineare Abbildung
b:VxW — U, (v,w) b Vv®Ww.
Insbesondere hat man ein kommutatives Diagramm

VXW U
M pl /i
VEOW
wenn
it U —> VoW

die natiirliche Einbettung bezeichnet. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
die naturliche Einbettung i ist surjektiv, denn dann gilt

VW =U = <ui®vj i€l jET>.

Weil b bilinear ist, ergibt sich aus der Universalititseigenschaft von p die Existenz einer
linearen Abbildung b, fir welches das Diagramm
VxW

@ TR
VW

U

kommutativ ist, d.h. mit

b(veW) = v@®w.
Durch Zusammensetzen der Diagramme (1) und (2) erhalten wir ein kommutatives
Diagramm

VxW
@ pl i

VW

Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage der Universalitatseigenschaft von p muf3 dann
aber

VW

i°b=1d
gelten. Fur jedes t ® VOW gilt also
t = 1d(t) = i(b(t)) € Im(i),

d.h. es ist

Im(i) = V®W.
Die naturrliche Einbettung i : U — V®W ist somit surjektiv.
QED.

1.5 Eigenschaften des Tensorprodukts von Moduln

Seien U, V, W beliebige A-Moduln. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(1)  Es gibt genau eine K-lineare Abbildung V®A—V mit



V&C B CV.
Diese ist ein Isomorphismus
V®A = V.
(i) Es gibt genau eine A-lineare Abbildung VW — WXV mit
VROW B WV.
Diese ist ein Isomorphismus,
VW = WR®V
(iii) Es gibt genau eine A-lineare Abbildung U®(VOW) — (URXV)®W mit
uR(VOW) B (URV)ROW.
Diese ist ein Isomorphismus
UR(VEOW) = (UBV)XW.
(iv) Es gibt genau eine bilineare Abbildung U®(VEW) — (U®V)D(UX®W) mit
u®(v,w) B (U®v, u®w).
Diese ist ein Isomorphismus

UR(VEW) = (URV)D(URXW)..
Beweis. Zu (i). Wir betrachten die bilineare Abbildung

m: VxA — V, (v,c) » cv.
Zeigen wir, diese Abbildung besitzt die Eigenschaft (®) des Tensorprodukts.

Sei also b: VxA — P eine bilineare Abbildung. Wir haben zu zeigen, diese Abbildung
faktorisiert sich eindeutig tiber m,

b:vx Ay 2 p,
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung b mit b = bem.
Eindeutigkeit von b. Fur jedes vE€V gilt, falls b existiert,
b(v) = b(1+v) = b(m(v,1)) = b(v,1).
Mit anderen Worten b ist durch b eindeutig festgelegt.

Existenz von b.
Wir setzen

g(v) :=b(v,1) fur jedes vE V.
Weil b bilinear ist, ist auf diese Weise eine lineare Abbildung

b:V—P
definiert. Fur beliebige (v,c) €V x A gilt
b(m(v, ¢)) = b(cv) = b(cv, 1) = c+b(v,1) = b(v, co1) = b(v,c).
Wir haben gezeigt, b = bom, d.h. b ist die Abbildung mit der geforderten Eigenschaft.
Wir haben gezeigt, die oben definierte Abbildung m besitzt die Universalitatseigenschaft

des Tensorprodukts. Auf Grund von Bemerkung 1.3 (i) gibt es genau einen
Isomorphismus

m: VOK — V,
fur welchen das Diagramm



m
VXK — V

p| /m

V®K
kommutativ ist. Auf Grund der Kommutativitét dieses Diagramms gilt aber

m(v®c) = m(p(v.c)) = m(v,c) = cv,
d.h. m ist der Isomorphismus, dessen Existenz in Aussage (i) behauptet wird.

Zu (i1). Betrachten wir die Abbildung

b:VxW — WQRYV, (v,w) b w®v.
Nach Bemerkung 1.3 (ii) ist diese Abbildung bilinear. Deshalb faktorisiert sich diese
Abbildiung eindeutig tiber das Tensorprodukt V&OW,

f
b: V XWL VOW — WXV,
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung f mit b = fep, d.h.

f(v®w) = f(p(v,w)) = b(v,w) = w®v.
Wir haben noch zu zeigen, die lineare Abbildung

f: VW — WRV, vOwW B w®v.

ist ein Isomorphismus. Aus Symmetriegriinden gibt es aber auch genau eine A-lineare
Abbildung

f: WROV=VRIW, w®V b v®w
Es gilt

(fof”)(WRV) = w®vV
und

(7 of)(VOW) = v®Ww,
fur beliebige vE Vund w € W.
Die Abbildungen fof” und f’of wirken auf einem Erzeugendensystem von W®V bzw.

V®W wie die identische Abbildung, sind also selbst identische Abbildungen. Also sind
f und f” zueinaner inverse Isomorphismen.

Zu (ii1). Betrachten wir fur vorgegebens w € W die Abbildung
UxV — U®(VOW), (u,v) B u®(Vv®W).
Diese Abbildung ist bilinear, faktorisiert sich also uiber das Tensorprodukt U®'V,
f
uxv 2 vev % uavew),

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung fw , deren Zusammensetzung mit p gerade die
vorgegebene Abbildung ist, d.h. eine lineare Abbildung fw mit

fw(u®v) = fw(p(u,v)) = u®(vew).
Untersuchen wir, in welcher Weise die lineare Abbildung

fW: UR®V — UX(VRW), u®v B u®(ve®w),
von w € W abhingt, d.h. betrachten wir die Abbildung



f:(U®V)xW — UR(VR®W), (t, W) fw(t).

Diese Abbildung ist linear in t. Zeigen wir, daf} sie auch linear in w ist, d.h. daf} gilt

t)=cf ,(t)+c’f ().
C9W7+C’7W,’( ) W,( ) W”( )

Zumindest stehen auf beiden Seiten der zu beweisenden Identitat A-lineare Abbildungen
P:U®V — URK(VOW), t b ¢(t).
und die Abbildung auf der linken Seite ist durch die folgende Bedingung eindeutig
festgelegt:
P(U®V) = u®(VR(C’W’+c"W”)).
Zum Beweis der Gleichheit reicht es folglich, wenn wir zeigen, die Abbildung auf der

rechten Seite genuigt derselben Bedingung. Sei also ¢ die Abbildung auf der rechten
Seite. Dann gilt

P(u®v)

c fW,(u®V) +c ’fw,, (u®v)

¢ u®(VROW’) + c"u@(vROW”)

= u®(c’*(VRW’)) + u®(c”-(vROw”))
=u® (VRC’'W’) + u ® (V®c”"wW”)
=u® (VRC’'W’ + v®c"wW”)

=u® (V®( c’W’+c’W”))
Damit ist die Bilinearitat der Abbildung f gezeigt. Die Abbildung f faktorisiert sich damit

uber das Tensorprodukt (U®V)R@W,

£ (UVW L5 (UaV)ew 25 Ue(Vew).

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung g mit f = gep, d.h. mit
g(t®w) = g(p(t, w)) = f(t, w) =f_ (©).
Da die Abbildung fw bereits durch ihre Werte in den Elementen der Gestalt t = u®v

eindeutig festgelegt ist, gilt dasselbe fur g, wobei
(VW) =f_(U®V) = uQ(VOW)
ist'. Wir haben damit gezeigt, es gibt genau eine A-lineare Abbildung
g2: (URV)R®W — UR(VRW)

mit g((U®V)®w) = u®(v®w). Wir haben noch zu zeigen, diese Abbildung ist ein
Isomorphismus.

Eine analoge Argumentation wie die eben angefuihrte zeigt, es gibt genau eine A-lineare
Abbildung

h: U®(VRW) — (U®V)®W
mit
h(u®(VRW)) = (UX®V)XW

fur alle ueU, veV, w&W. Die beiden Formeln fur g und h zeigen, die beiden
Zusammensetzungen sind lineare Abbildungen

goh: UR(VAW) — UR(VEOW)
heg: (U®V)®W — (UKV)®W

mit

" Alternative Argumentationen: jedes t € U®V ist A-Linearkombinnation von Elementen der Gestalt

u®v und jedes Element von (U®V)®W ist A-Linearkombination von Elementen der Gestalt
(UOV)®Ow.



goh(u®(VRW)) = u@(vRw)

und
hog((U®V)®W) = (URV)R®W

fur alle u€U, v&V,w&W. Nach 1.4 bilden aber die Vektoren der Gestalt
u® (VW) bzw. (U®V)®wW

ein Erzeugendensystem des Vektorraums UR®(VOW) bzw. (U®V)®W. Die beiden
Zusammensetzungen stimmen also auf einem Erzeugendensystem mit der identischen
Abbildung tiberein, sind also gleich der identisdchen Abbildung. Wir haben gezeigt, g

und h sind zueinander inverse Isomorphismen.
Zu (1v). Betrachten wir die Abbildung

f: Ux(VOW) = (U®V)D(UR®W), (u, (v,w)) B (U®v, u®w).
Auf Grund der Bilinearitat von ® ist f ebenfalls bilinear:

f(c’u” + c’u”,(v,w)) =((c’u’ +c’u”)®v, (c’u’ + c’u”)@w)
=(C’URV + U@V, C’U@®W + c’u’®w)
= (C’U®v, c’UR®W) + (c"u”®v, c”u”"®w)
= c’'f(u’,(v,w)) + c”f(u”, (v,w))

f(u, c’(V’,W’) + c”(v’,w”))  =1(u, (c’V+c’V’,c’W+c’wW”))
= UR( C’V+c’V?), u®( ¢’W’+c’w”))
= (c’'u®v’ + c’u®v”, c’u@w’ + c’u@w’)
=c’(u®V’, u®wW’) + c”’(U®V”, u®wW”)
= ¢’'f(u, (v',w")) + c"f(u, (v7,w"))

Damit ist die Bilinearitat von f bewiesen. Die Abbildung faktorisiert sich also eindeutig

uber die naturliche Abbildung ins Tensorprodukt UR(VOW),

~Y

f
f: Ux (VW) 1) UR(VEW) — (U®V)D(URW),
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung T mitf= ?Op, d.h. mit
Fuev.w) = T(p, (v,w)) = f(u, (v,w)) = u®v, u®w)

Wir haben noch zu zeigen, die lineare Abbildung
f: UQ(VAW) — (URV)®(URW), 3)
u®(v,w) B (U®v, u@®w),
ist ein Isomorphismus. Dazu reicht eis zu zeigen, es gibt eine lineare Abbildung
g (URV)D(URW) — URQ(VeW), (4)

WRIVUOW?) B 1R®((V',0) + u”®0,w”)
und die beiden Zusammensetzungen

2of; UR(VAW) — UR(VAW) (5)
u®(v,w) b (U®V,u®W) B u®(v,0)+u®(0,w) = uR(v,w)
fog: (UQV)B(UAW) 1 (URV)D(UQW) (6)

WRV,UuOW”) b U’R(V,0) +u”®0,w”) b (WRV,0)+(0,u”@W”)=(1’®V’ ,u”’@w”)

sind gerade die Identischen Abbildungen.
Abbildung (5) ist dabei ganz offensichtlich die identische Abbildungen, denn bei (5)

wird ein Erzeugendensysttm von U®(V@AW) genauso abgebildet wie bei der



identischen Abbildung. Um zu zeigen, auch (6) ist die identische Abbildung, reicht es
zu zeigen, die Einschrankung von (6) auf jeden der beiden direkten Summanden ist die
identische Abbildung. Diese beiden Einschrankungen bilden aber jeweils ein
Erzeugendensystem so ab wie die identische Abbildung:

U®V — UV , u®v » u®v bzw. UW—=UR®W, u®w » u®w.

Wir haben somit nur noch zu zeigen, dafl die lineare Abbildung (4) existiert. Dazu
wiederum reicht es zu zeigen, dall die beiden Einschrankungen auf die beiden direkten
Summanden existieren:

U®V — UR(VEAW), u®v B u®(v, 0),
UR®W — UR(VEAW), u®w b u®@(0,w).

Diese beiden letzten Abbildungen existieren aber wegen der Universalitatseingenschaft
des Tensorprodukts und der Bilinearitat der beiden folgenden Abbildungen.

UxV = U®(VEW), (u, v) b (u®v, 0),

UxW — UR(VOW), (u, w) » (0, u®w).

QED.
Bemerkung
Aussage (iv) 1aBt sich auf den Fall einer beliebigen Familie {Vi}i ey von A-Moduln

verallgemeinern: die A-lineare Abbildung

U®(€r)iEI Vi) — ®iEI (U®Vi)’ ®y Vi b > u®vi ,
i€l i€l
ist wohldefiniert und bijektiv und besitzt die Umkehrung

i€l i€l i€l
Die Schreibweise ganz rechts identifiziert dabei jedes Vi mit dem Teilmodul der direkten

Summe ®i Vi , dessen Elemente nur an der i-ten Stelle eine von Null verschiedene

el

Koordinate besitzen.
Der Beweis ist im wesentlichen derselbe. Man zeigt, daf} die Abbilduing

f: U x (@iEI Vi) — ®iEI (U®Vi)’ u, > Vi) B> u®vi ,
i€l 1€l
bilinear ist, und erhilt so eine A-lineare Abbildung
f:U® (@iEI Vi) — @iEI (U®Vi)’ u® y V. b > u®vi .
i€l i€l
Dann zeigt man fur jedes i€l, daB die Abbildung®

U><Vi — U®(@iEI Vi)’ (u, v) » u®{6ij-V}JEI,

bilinear ist, und erhalt so fur jedes i€l die A-lineare Abbildung
gi:U®Vi — U®(@iEI Vi)’ u®v u®{€)ij-v}j

Die Abbildungen g setzen sich zu einer A-linearen Abbildung

er

2Furi # j sei 8. »v das Null-Element des Moduls V_ (obwohl v in V_ liegen soll).
ij j i



g @iEI (U®Vi) —U® (@iEI Vi)’ 2 u®vi =) gi(u®vi),

1€1 1€1

zusammen. Es reicht zu zeigen, f und g sind invers zueinander. Das wird auf dieselbe
Weise wie im Fall von zwei Summanden gezeigt. Es gilt

g(f(u®vi)) = g(u@vi) = u®{6ij-vi}j o1 u®vi.
Weil die Elemente der Gestalt u®vi ein Erzeugendensystem von U ® (@i a1 Vi) bilden,

folgt
gof =1d.
Weiter gilt

f(g(u®vi)) = f(u®{6ij-vi}j EI) = f(u®vi) = u®vi.
Weil die Elemente der Gestalt u®vi ein Erzeugendensystem von ®i oI (U®Vi) bilden,

folgt
fog = Id.
QED.

1.6 Eigenschaften des Tensorprodukts von Elementen

Seien V und W zwei A-Moduln und (Vi)i oI und (wj)j el zwei Familien von Elementen
auf V bzw. W. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Sind die v, in V und die Wj in W linear unabhangig, so sind es auch die Vi®Wj in

VW
(vorausgesetzt, die Vi lassen sich zu einer Basis von V und die w. lassen sich zu

eingr Basis von W erginzen - was im Fall, da3 A ein Korper ist, stets der Fall
ist)”.

? Auf die in Klammern angegebenen zusitzlichen Bedingungen kann man verzichten. Der Beweis ohne
diese Voraussetzungen erfordert jedoch etwas homomogische Algebra. Seien

Vi=YAv. CVundW = Y Aew C W
1 J
i€l El
die von den v, bzw. w_erzeugten freien Teilmoduln von V bzw. W. Dann sind die Zeilen und Spalten
i

J
des folgenden kommutativen Diagramms exakt.

a
0— VOW — VOW i (VIV)IOW —0
a] b] |
d
I—s VOW —s VOW — (VV)®W —s0

al, N il

Y
0— V'®&(W/W’) i) V®W/W?) i) (VIV)Y®(W/W’) —0
Die Zeilen dieses Diagramms entstehen aus der exakten Sequenz
00—V —-V—-SVV —0
durch Tensorieren mit W’, W und W/W’, die Spalten aus der exakten Sequenz
0—W —W—SWW —0



(i) Bilden die v, ein Erzeugendensystem von V und die wj eines von W, so bilden die
Vi®Wj eines VOW.
(iii) Bilden die v, eine Basis von V und die Wj eine von W, so bilden die Vi®wj eine

VRW.
Unter einer Basis wollen wir hier ein iiber A linear unabhingiges Erzeugendensystem
verstehen.

Beweis. Aussage (ii) wurde bereit bewiesen (vgl. 1.4). Aussage (iii) folgt aus (i) und
(i1). Es reicht also, Aussage (i) zu beweisen.
Zum Beweis von (i) konnen wir die Familien (Vi)i a1 und (Wj)j o 8 Basen von V bzw.

W ergianzen, d.h. wir konnen annehmen,
v.). _ ist eine Basis von V
( 1)161

(Wj)j <l ist eine Basis von W.
Wir konnen dann V und W wie folgt als direkte Summen schreiben.
V= ZAY =0
i€l

1A%

W = Aow.=®D. __ Aew.
,E bE
1€

Nach Bemerkung 1.5 folgt
VW = (@iEI A-Vi)®(69jEJ A-wj)
= @iEI®j€J (A-vi)®(A~wj)
Weil die \f und wj eine Basis von V bzw. W bilden, bestehen Isomorphismen

A-Vi —S A, a-Vi B a, und A-wj —S A, a-wj —sa,
und damit auch Isomorphismen
(A'Vi)®(A°Wj) — A®A — A, (x-vi)®(yowj) P X®y B Xy.

Als Teilmodul von V®W ist aber
(A-Vi)®(A’wj) = A-Vi®wj.

Auf Grund des Isomorphismus gilt deshalb
a-vi®wj =0 a=0.

durch Tensorieren mit V’, V und V/V’. Auf Grund der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts reicht es, die
Injektivitat von a, b, c und a, y, € zu beweisen. Dazu reicht es zu zeigen, da} die beiden exakten
Sequenzen

00—V —-V—SVV —50

0—-W —>W—-oSWW —0
zerfallen, d.h. die Moduln in der Mitte sind direkte Summen der beiden duleren Moduln, d.h. in der
Menge der Isomorphie-Klassen der Erweiterungen von V/V’ mit V'’ (bzw. von W/W’ mit W)
reprasentieren die beiden exakten Sequenzen das Null-Element. Dazu reicht es zu zeigen,

1 k) N\ - 1 E) >
Ext, (V', V/V) =0 = Ext, (W, W/W").

Das ist aber trivialerweise der Fall, weil V' und W’ freie A-Moduln sind.



Zusammen mit
VW = ®iEI®j ] A-Vi®wj
bedeutet dies:

D aij-vi®wj =0 & aijovi@)wj = 0 fur beliebige (i,j)EIxJ
(1,)Elx]
& aij = 0 fur beliebige (1,j)EIxJ
Mit anderen Worten, die Vi®Wj sind linear unabhéngig.

QED.

Bemerkungen

(i) Aussage (iii) bietet die Moglichkeit, die Existenz des Tensorproduktes zu
beweisen fur den Fall, da A ein Korper ist: Man wahle in V und W jeweils eine

Basis (Vi) bzw. (Wj) und definere V®W als den Raum mit der Basis {Vi®Wj}.
Man hat dann allerdings die Unabhéngigkeit der Konstruktion von der Wahl der
Basen zu beweisen. Unser Beweis wird von vornherein unabhingig von jeder
Basis sein.

(i)  Ausssage (i) ist fur Ringe A, die keine Korper sind im allgemeinen falsch ohne
die zusatzliche in Klammern angegebene Bedingung. Das nachfolgende Beispiel
illustriert dieses Phdanomen.

Beispiel.
Seien k ein Korper und A = k[x] der Polynomring uiber k in einer Unbestimmten Xx.
Weiter sei

B = Alyl/(x-y)
Jedes Polynom von Aly] = A[x, y] 1at sich auf genau eine Weise in der Gestalt

f(x) + yeg(y) + xy-h(x,y) mit fEk[x], g€K[y], hEk[x,y].

schreiben. Der erste Summand enthalt alle Summanden, in denen y nicht vorkommt, der
zweite alle Summanden, in denen x nicht vorkommt - auBer dem Absolutglied - und der
dritte alle ibrigen Summanden. Auf Grund dieser Zerlegung kann man B identifizieren
mit

B =A ® yekl[y].
Insbesondere ist 1 € B linear unabhédngig uber dem Teilring A. Weiter ist x linear
unabhingig iber A: mit ax =0 in A gilt a = 0. Betrachten wir

x®1 EA® AB

Beim Isomorphismus
A® ,B— B, a®b 1> b,

geht x®1 uber in x € B.

1.7 Die Koordinaten eines Tensors

Seien V und W zwei A-Moduln und
Vigr *nd Wiy
Basen von V bzw. W. Dann laft sich jeder Tensor

te VW
in der Gestalt



t= 3 cij V.Qw.
1]
iel,jel

schreiben mit eindeutig bestimmten cleK. die ¢l heiBen Koordinaten des Tensors t
bezuglich der gegebenen Basen.

Sind endlich viele A-Moduln

gegeben und fur jedes i eine Basis

V.. }

Vi S

von Vi so hat man fur jeden Tensor
tEV1 ®..® Vr
eindeutig bestimmte Elemente

11in...1
c 112 ek
mit

i1iy...1
Die ¢ | 2T heifien dann Koordinaten des Tensors t bezuglich der gegebenen Basen.

1.8 Das Verhalten der Koordinaten bei Basiswechsel

Seien
V,,...,V
1 r
endlich viele A-Moduln und seien fur jedes i €{1,...,r} zwei Basen
vi =5 }jEJi viEiv; }jEJi

von Vi gegeben. Wir betrachten die Koordinaten eines Tensors

tEV. ®..®V
1 r

bezuglich der beiden Familien von Basen:

1,d....1
_ 127r
t = D C Vi l®...®Vi

i €] ,..i€E] I’ r
= ‘ E . C \" 11’1®®V ir
IIEJI"""IrEJr
Bezeichne A := M(Id) = (aJI- é) die Basiswechelsmatrix fur den Ubergang der Basis v ¢

2

zur Basis V’Z,



Dann besteht zwischen den gestrichenen und den ungestrichenen Koordinaten von t die
folgende Relation.

r oq...00
c I = > a ‘... a C 1 I
oyl a_r
o, €] ,...a€&]
171 r r
Beweis. Es gilt
il...l
t= D c V., ®.®v.
,1 1.1
i €] ... i€E] 1 r
171 r r
1,1,...1 a a
_ 1 2 r 1 ) T )
= D c C > ail ,lV a1,1)®"'®( > a, ,rV o ,r)
i, €] ,..1i€] o, EJ oc] T r
1771 r 1 r r
a a 1, 1n...1
= D D a. 1 a.tc 12 Ty ®...Qv’
i, 1 ir a.,l a ,r
i€yl ,..ic€] o€l . ac) 1 r 1 r
1771 r r 1 71 r r
Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung.

QED.

1.9 Bemerkungen zum den Tensoren der Physik

Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum,

Vl,...,VnEV (D
eine Basis von V und
vl vlevs 2)
die zugehorige duale Basis. Bezeichne
VO by v#®s

die r-te Tensorpotenz von V bzw. die s-te Tensorpotenz von V*, d.h. das
Tensorprodukt von r Exemplaren des Raumes V (bzw. s Exemplaren des Raumes V*).
Ein r-fach kovarianter und s-fach kontravarianter Tensor im ist ein Element von

V®T®V*®S ,

wobei man sich den Tensor durch dessen Koordinaten bezuglich der Basen (1) und (2)
gegeben denkt.

Bemerkung
Seien

v’ 1’ ,V’nEV
eine zweite Basis von V,

V’1 Ly ieys

die zugehorige duale Basis und A = Mz,(ld) = (a}) die Basiswechselmatrix fur den
Ubergang von v nach v’, d.h.

n

v.= > a% v .

i i o
o=1

Bezeichne B = (bJI-) die zu B inverse Matrix (d.h. die Basiswechselmatrix B = MX (Id).



Dann gilt

(1) de 3 b v
= E o
o=1

Fur die Koordinaten eines Tensors t & V®r®V*®s,

11,1 . .
Co= 3 ¢ 2 eey eve.evs
i€ ,.iey LS r
171 rro
id,...1 . .
_ 3 c’jl_%j V.oe.ev. evle.evs.
el el LS r
171 r r
besteht dann die folgende Relation.
1.1 i i a, ..o
1 r B
c’-1 . = > a_ -.-a_ b l.-bTec b
rYrrtT et r

Beweis. Nach 1.8 reicht es (1) zu beweisen, d.h.es reicht zu zeigen, die rechte Seite
von (1) geniigt den definierenden Bedingungen fur die duale Basis. Es gilt

<v § b v’0‘>—(§ b v’“)(v)—(g b v’“)(§ aP v )
i’ o B a i o i P
a=1 a=1 a=1 B=1
n n
— J I?) sl s
=3 3 baaiv (VB)
a=1 pB=1
n n
] B
= b )
33 v,
a=1 pB=1
noojog
-3
a=1
_ g
=&
Damit ist (1) bewiesen, und damit die Behauptung.
QED.
Bemerkungen

(1) In der Physik betrachtet man im allgemeinen Koordinatenwechsel zwischen
“krummlinigen Koordinaten”, sagen wir

(x’1 s er s x') = f(xl,...,xn).
An die Stelle der Matrix A = (ajl-) tritt dann die Matrix der Linearisierung von f,
1 ax’i
a = ——
I g
Firr die Matrix B = A™1 gilt dann (nach der Kettenregel)

(i) Einsteinsche Summenkonvention. In jedem Ausdruck, in welchen ein und
derselbe Index sowohl als oberer als auch als unterer Index auftritt, wird uber
diesen Index summiert (maximaler Summationsbereich).



Unter Verwendung dieser Konvention hétten wir in den obigen Rechnungen
samtliche Summenzeichen weglassen konnen.

1.10 Die Existenz des Tensorprodukts

Fur je zwei K-Vektorraume V und W existiert das Tensorprodukt.

Vorbemerkung. Wir haben gesehen, falls das Tensorprodukt V®W existiert, so wird
es von den Tensoren v&®w mit v&V und weW erzeugt. Mit anderen Worten, VOW ist
ein Faktorraum des von den Vektoren v&®w frei erzeugten Vektoraums. Wir nutzen jetzt
diese Tatsache zur Konstruktion von V®W, d.h. wir werden V®W als Faktorraum

eines frei erzeugten Vektorraums definieren. Anstelle der Bezeichnung v&®w werden
wir fur die Elemente des frei erzeugten Vektorraum das Symbol (v,w) wihlen.

Beweis. Sei M die Menge VxW der Paare (v,w) mit v&€V und w&W,

M = VxW.
Betrachten wir den von M frei erzeugten K-Vektorraum
F(M).
Dieser Vektorraum besteht aus allen endlichen K-Linearkombinationen von Paaren der

Gestalt (v,w) mit v€V und w&EW,
Cl'(Vl,Wl) + ...+ Cr'(Vr,Wr)
mit ciEK, ViEV, wiEW furi=1,...,r.

Bemerkung. Man beachte, F(M) ist unendlich-dimensional, sobald M unendlich viele
Elmente enthalt, d.h. selbst wenn V und W endliche Dimension haben, kann die
Dimension von F(M) unendlich sein, denn nach Konstruktion bilden die Elemente von
M gerade eine Basis von F(M),

dim F(M) = # M.

Wir konstruieren jetzt den Unterraum R, nach den wir den Raum F(M) faktorisieren
wollen. Der Raum R werde von allen Vektoren der folgenden Gestalt erzeugt.

(v, W+ wW?’) - (v,w’) - (v,w”’) mit v€V, w’ ,Ww’EW (D)
vV +Vv7,w) - (VW) - (vV',w) mit v,v’EV, wEW 2)
(cv, w) - ¢(v,w) mit cEK, v&€V, weEW 3)
(v, cw) - c(v,w) mit cEK, v&EV, wEW. 4)

Dabei schreiben wir vereinfachend (v,w) anstelle von 1:(v,w) und -(v,w) anstelle von
(-1)e(v, w) fur v&€V, wEW.

Bemerkung. Dieser Unterraum R ist im allgemeinen ebenfalls sehr gro3. Wir werden
sehen, er ist so groB3, da der Faktoraum F(M)/R im Fall von endlich-dimensionalen
Raumen endlich-dimensional wird.

Wir setzen

V®W :=FM)/R.
Bezeichne

v: FM) — F(M)/R
die natuirliche Abbildung. Weiter setzen wir

vOW = y((v,w)).
Wir haben zu zeigen, die Abbildung



Q:= YIVXW: VxW — F(M)/R, (v,w) b Y((V,w)) = vV®W
ist bilinear und hat die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts.
Linearitat von @ bezuglich des ersten Arguments. Wir haben zu zeigen

LoV +v”, W) - o(v’,w) - p(v”’,w) = 0.
2. p(cv,w) - cp(v,w) = 0.
Die linke Seite von 1. ist gleich
POV HV, W) - (VW) - (V7 wW) = (VYL W) - (VW) - (VW)
Das Argument von y auf der rechten Seite ist gerade ein Element der Gestalt (2), liegt

also im Unterraum R. Da der Kern von y gerade der Unterraum R ist, steht auf der
rechten Seite der Nullvektor.
Die linke Seite von 2. ist gleich

Plev,w) - c(v,w) = y((cv,w) - ¢(V,W))
Das Argument von y auf der rechten Seite ist gerade ein Element der Gestalt (3), liegt
also im Unterraum R. Da der Kern von y gerade der Unterraum R ist, steht auf der
rechten Seite der Nullvektor.

Linearitit von @ bezuglich des zweiten Arguments. Man verwendet dieselben
Argumente wie beim Beweis der Linearitit bezuglich der ersten Variablen, wobei man
die Elemente der Gestalt (1) und (4) von R (anstelle der Elemente der Gestalt (2) und
(3)) benutzt.

Die Unversalititseigenschaft der Abbildung @. Wir haben zu zeigen, jede K-lineare
Abbildung

b: VxW — U
faktorisiert sich eindeutig uiber die Abbildung ¢, d.h. zu gegebenen b gibt es genau ein

lineare Abbildung b: F(M)/R — U mit

b(v,w) = b(e(v,W)) (5)
fur alle v&€V und alle w&EW.
Beweis der Findeutigkeit von b.Nach Konstruktion bilden die Vektoren der Gestalt

(v,w) ein Erzeugendensystem von F(M). Deshalb bilden die Bilder der (v,w) bei der
natirlichen Surjektion

v: FM) — F(M)/R
ein Erzeugendensystem von F(M)/R, d.h. die Elemente
Y((v,w)) = @(v,w) mit v€V und weEW
bilden ein Erzeugendensystem von F(M)/R. Bedingung (5) (riuckwarts gelesen) legt
daher die Werte von b auf einem Erzeugendensystem von F(M)/R fest. Da b linear sein

soll, ist damit die gesamte Abbildung b festgelegt.
Bemerkungen zum weiteren Beweis-Verlauf.

(i) Zum Beweis der Existenz von b konnten wir (5) als Definition verwenden und dann
die Korrektheit der Definition beweisen. Obwohl man auf diese Weise durchaus zum
Ziel kommt, wollen wir hier anders vorgehen, um die bereits bewiesenen Aussagen
etwas effektiver nutzen zu konnen.

(i1) Aus der Existenz der Abbildung b: FM)R — U folgt naturlich auch die Existenz
der Zusammensetzung von b mit der naturlichen Abbildung y:F(M) — F(M)/R. Wir

werden von dieser Zusammensetzung ausgehen und mit deren Hilfe die Existenz von b
beweisen.



Beweis der Existenz von b. Betrachten wir die K-lineare Abbildung
b’: F(M) — U mit (v,w) » b(v,w).
Da die Paare der Gestalt (v,w) eine Basis von F(M) bilden, gibt es genau eine lineare

Abbildung, die fur jedes v€V und jedes w&EW im Basisvektor (v,w) € F(M) den
vorgegebenen Wert b(v,w) annimmt.

Zum Beweis der Existenz von b reicht es zu zeigen, der Unterraum RCF(M) liegt im
Kern von b’,

R C ker(b”), (6)

denn auf Grund der von uns bewiesenen Universalititseigenschaft des Faktorraums
faktorisiert sich dann b’ in eindeutiger Weise uber die naturliche Abbildung

v:F(M)—F(M)/R (vgl. die Bemerkung am Ende von 1.1),

b
b’: F(M) l) FIM)R — U,
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung b’ mitb’ = 5’°y , d.h. mit

b(v,w) = b’((v,w)) = B’ (y(v,W)) = B (p(v,w)).
Die Abbildung

b FM)/R — U, (v,w) +R » b(v,w)

ist somit gerade die von uns gesuchte Abbildung b.

Wir haben noch (6) zu beweisen. Dazu reicht es zu zeigen, die Abbildung b’ bildet die
Elemente eines Erzeugendensystems von R in die Null ab. Es genuigt somit zu zeigen,
daf} die Elemente der Gestalt (1), (2), (3), (4) bei b’ in die Null abgebildet werden. Das
ist aber gerade eine Folge der Bilinearitat von b. Zum Beispiel ist
b’((v, w + W”) - (Vv,W’) - (Vv,w”))

=b’(v, w+w’)-b’(v,w’) - b’(v,w”)

=b(v, w + W”) - b(v,w’) - b(v,w”)

=0.
Das erste Gleichheitszeichen besteht auf Grund der Linearitit von b’, das zweite nach
Definition von b’ und das dritte wegen der Liniearitit von b bezuglich des zweiten
Arguments.
QED.
Bemerkung
Im Fall endlich-dimensionaler Vektorraume V und W ist der Existenzbeweis fur das

Tensorprodukt einfacher. Die Definition des Tensorprodukt besagt gerade, VOW ist ein
Vektorraum mit

HomK(V®W, K) = L(V,W:K).

Mit anderen Worten, der zu V®OW duale Vektorraum ist gerade L(V,W,K). Da man im
Fall von endlich-dimensionalen Raumen das doppelte Dual eines Vektorraum mit dem
Ausgangsraum identifizieren kann, folg

VW = L(V,W;K)*
fur dim V < © und dim W < o . Dies kann man im endlich-dimensionalen Fall als

Definition verwenden. Es ist nicht schwer, einzusehen, dafl L(V,W;K)* bezuglich der
bilinearen Abbildung

VxW — L(V,W; K)*, (v,w) > (b i b(v,w))
tatsachlich die Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts hat.



1.11 Die Funktorialitat des Tensorprodukts

(1)  Seien f: V=V’ und gt W—W’ zwei A-lineare Abbildungen. Dann gibt es genau
eine A-lineare Abbildung f®g,fur welche das folgenden Diagramm kommutativ

ist.
f
VW 2, VoW’ (VW) b (£(v),g(W))
| T T
Py w . oy w A
VOW g - vRW b f(v)®g(w)

Mit anderen Worten, f®g ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit
(f®g)(vedw) = f(v)®g(w) fur v&€V und weW.
(i) Fur beliebige A-lineare Abbildungen f: V—=V’, {:V'=V” oaW->W’,
g W —=W?” gilt

(F"®g")°(f®g) = (f’NH®(g’°g).
(u1) Das Tensorprodukt der beiden identischen Abbildungen

IdV:V—>VundIdW:W—>W

ist die identische Abbildung von V®W,

IdV®IdW = IdV W

(iv) Seienf: V—» V'’ und g: W —» W’ zwei surjektive A-lineare Abbildungen. Dann
gilt:

a) Im(f®g) = V'OW’

b) Ker(f®g) wird erzeugt von { v®Ow € VRW | v € Ker(f) oder wEKer(g)}
Beweis. Zu (i). Da f und g linear sind und pV’,W’ bilinear ist, ist die
Zusammensetzung

Py w-o(Bx@)
bilinear. Die Existenz und Findeutigkeit von f{®g folgt deshalb aus der
Universalitatseigenschaft von pV,W .

Zu (ii). Fur v&V und weW gilt
(F®g’)o(f®g))(veaw) = (F'®g")(f(v)®g(w))
= £ (f(v))®g’ (g(W))
= (£ of(v))®(g og(W))
= (PoD®(g °2)) (vOW).
Die beiden linearen Abbildungen (f’®g’)e(f®g) und (f’°f)®(g’eg) haben fur alle
Vektoren der Gestalt v®w mit v&€V und w&W denselben Wert. Da die v®w ein
Erzeugendensystem von V®W bilden, folgt
(FRg)e(f®g) = (f'=N®(g ).
Zu (1i1). Fur v&€V und weW gilt
(IdV®IdW)(V®W) = (IdV(V))®(IdW(w)) = v®w,

d.h. die lineare Abbildung IdV®IdW hat auf allen Vektoren des Erzeugendensystems



{V®W}V€V,WEW

dieselben Werte wie die identische Abbildung IdV AW Deshalb gilt

IdV®IdW = IdV W

Zu (iv) Sei T & V®W der von den Elementen der Menge
X :={v®w € VR®W | v € Ker(f) oder wEKer(g)}
erzeugte A-Teilmodul von VOW. Fur v&®w € X gilt
(f®g)(v®OW) = f(v)®g(w) =0,
also v@w € Ker(f®g), also
T C Ker(f®g). (1
Wir haben die umgekehrt Inklusion zu beweisen Wegen (1) faktorisiert sich
f®g: VOW — VOW’
uber VOW/T:

~Y

f®g: VOW ﬂ) VOW/T 1) VOW’.

Dabei sei p die naturliche Surjektion auf den Faktormodul und ?)J die A-lineare
Abbildung mit

S(V@W mod T) = f(v)®g(w) fur beliebige v E V und weW.
Zum Beweis des Gleichheitszeichens in (1) reicht es zu zeigen, daf} S bijektiv ist. Aus
der Bijektivitit von E ergibt sich auBerdem, dal f®g als Zusammensetzung der

surjektiven Abbildungen p und ’5 surjektiv ist, d.h. es gilt auch Aussage a).

Betrachten wir die Abbildung
V' XW — VOW/T, (v, w’) » v®w mod T. 2)

Dabei seien die Elemente v&V und w&W so gewihlt, dall
f(v)=v’ un g(w) =w’
gilt. Wir haben zu zeigen, dall diese Definition korrekt ist, d.h. daB sie nicht von der

speziellen Wahl der Elemente v und w abhéngt. Sei VleV und WIEW ein weiterers

Paar von Elementen mit
f(Vl) =v’ und g(wl) =w’.

Dann gilt
f(Vl—V) =0 und g(wl—w) =0
also
vy € Ker(f) und W W € Ker(g)
also
V1®W1 -vOW = (VI—V)®W1 + V®(W1—w) eT
also V1®Wl mod T = v®w mod T.

Die Abbildung (2) ist also korrekt definiert. Nach Konstruktion ist sie bilinear tiber A,
induziert also eine A-lineare Abbildung



V ®W — VOW/T, (v, w’) » v®w mod T. 3)
Ein Vergleich mit der Abbildungsvorschrift von 3 zeigt, dal (3) invers ist zu E

Deshalb ist S ein Isomorphismus, und es gilt

Ker(f®g) = Ker(p) = T.
Es gilt b) und wie schon erwiahnt auch a).
QED.

1.12 Additive Kategorien und Funktoren
Eine Kategorie C heif3t additiv, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind.
1. Fur je zwei Objekte X, X” von C existiert deren direkte Summe, d.h. ein Objekt
X zusammen mit zwei Morphismen
X —Xundi”: X" — X
mit der Eigenschaft, daf} es fur beliebige Morphismen

J: X —=Yundj: X" —Y

genau einen Morphismus f:X — Y gibt, fur welchen das Diagramm

b b

1 1
X’éX(—X”

Ny
Y

kommutativ ist.* Mit anderen Worten, die Abbildung
Hom(X, Y) — Hom(X’, Y) X Hom(X™, Y), f i (fei’, foi”)
soll fur jedes Objekt Y von C bijektiv sein.
Die Morphismen i’, i” heilen dann die natiirlichen Injektionen der direkten
Summe X.

2.  Fur je zwei Objekte X’, X” von C existiert deren direktes Produkt, d.h. ein
Objekt X zusammen mit zwei Morphismen

pP:X—X undp”: X — X”
mit der Eigenschaft, daf3 es fur beliebige Morphismen
Y —>Xudq:Y —X”
genau einen Morphismus f: X — Y gibt, fur welchen das Diagramm

2 29

x & x B ox

RN
Y

kommutativ ist.” Mit anderen Worten, die Abbildung

* Im Fall der Kategorie A-Mod der A-Moduln kann man X = X’@X” setzen und fur i’, i” die natiirlichen
Einbettungen verwenden. Die Abbildung f ist dann gegeben durch
f((x7, x7) = f((x*,0) + (0.x7)) = £((x",0)) + £((0, x”)) = f(I"(x")) + f0"(x7)) = J’(X") + J"(x").

> Im Fall der Kategorie A-Mod kann man X = X’®X” setzen und fur p’, p” die natiirlichen Projektionen
verwenden. Die Abbildung f ist dann gegeben durch

f(y) = (), £'(y)

F@)=pEy)=9'y)

2(y) = p"(fy) = q"(y),
also

fy) = (@), ")),
d.h. ¢’ und q” sind gerade die Koordinatenfunktionen von f.



Hom(Y, X) — Hom(Y, X’) x Hom(Y, X”); f > (p’of, p”°f)
soll fur jedes Objekt Y von C bijektiv sein.

Die Morphismen p’, p” heien dann die natirlichen Projektionen des direkten
Produkts X.
3. Fur je zwei Objekte X und Y von C besitzt HomC(X, Y) die Struktur einer

(additiven) abelschen Gruppe, wobei die Morphismen-Komposition
HomC(X, Y) x HomC(Y, 7)) — HomC(X, Z7), {, g) » gef,

fur je drei Objekte X, Y, Z Z-bilinear in f und g ist (d.h. es gelten die
Distributivgesetze).®
4.  Es gibt ein Objekt O von C mit 1

Ein Funktor

0= 0.” Es wird Null-Objekt genannt.

F.C—D

von abelschen Kategorien C, D heif3t additiv, wenn fur je zwei Objekte X,X’ von C die
Abbildung

F: Hom(X, X’) — Hom(F(X), F(X")), f » F(f),
ein Gruppen-Homomorphismus ist.
Bemerkungen
(1) Je zwei 0-Objekte sind isomorph.
(i)  Ist O ein Nullobjekt, so sind die Hom-Mengen Hom(O,X) und Hom(X,0O) fur
jedes Objekt X einelementig,
Hom(O,X) = {0 OX}

Hom(X,0) = {OXO}

(iii) Ein Morphismus f: X — Y ist genau dann eine Null-Morphismus (d.h. das
neutrale Element von Hom(X,Y)), wenn sich f tiber ein Nullobjekt faktorisiert,

EX—0—0Y.
(iv) Fur je drei Objekte XO, Xl’ X von C sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(a) X ist direkte Summe der X(x ,o=0,1.

(b) X ist direktes Produkt der Xa ,a=0,1.
(©) Es gilt Morphismen P X — Xa und L Xa — X (a=0,1) mit
1. palﬁzaaﬁ fur a, p € {0,1}
2. 1X=10p0+11p1
(v) Ein additiver Funktor uiberfithrt direkte Summen in direkte Summen und direkte

Produkte in direkte Produkte.
(vi) Das Bild eines 0-Objekts bei einem additiven Funktor ist ein 0-Objekt.

Beweis. Zu (i). Seien X und Y zwei 0-Objekte und OXY: X —> Y und OYX:

die neutralen Elemente der entsprechenden Hom-Mengen. Dann gilt wegen der
Bilinearitat der Morphismen-Komposition

Oy Oyx =0y = I und 0y 20y =0y =1y

Y—X

¢ Die Hom-Mengen von A-Mod sind sogar A-Moduln und die Morphismen-Komposition ist bilinear
uber A.

" Ein A-Modul X, fur welchen der identische Morhismus gleich dem O-Morphismus ist, ist gleich dem
trivialen Modul 0.



d.h. Oy,, und O, ., sind zueinander inverse Morphismen, also Isomorphismen.

XY YX
Zu (ii). Sei f € Hom(O, X). Wir betrachten die Zusammansetzeung
10 f
0—00—X.
Es gilt
f =fe] 0
= {0 00 (weil O ein Nullobjekt ist, gilt 1 0- 0 OO)
=0 0X (die Morphismen-Komposition ist bilinear).
Sei g € Hom(X, O). Wir betrachten die Zusammensetzung
g ~lo
X—0—O0.
Es gilt
g =158
=0 00°8 (weil O ein Nullobjekt ist, gilt 1 0~ 0 OO)
=0v0 (die Morphismen-Komposition ist bilinear).

Zu (iii). Angenommen, f faktorisiert sich uiber ein Nullobjekt O, d.h. es gibt ein
kommutatives Diagramm

f
X — Y

aN /B

0O
Dann gilt nach (ii) a€Hom(X,0) = {OX O} also o = 0X o’ also
f=Pea=p0yo=0xy
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil die Morphismen-Komposition bilinear ist.
Nehmen wir umgekehrt an, f ist ein Null-Morphismus,

f=0g+-
XY
Bezeichne O irgendein Nullobjekt. Weil die Morphismen-Komposition bilinear ist, gilt
%ov*x0 = Oxy =t

d.h. f faktorisiert sich uiber O.
Zu (1v). (a) = (c). Seien ia: Xa — X die naturlichen Injektionen der direkten Summe

X. Dann gibt es Morphismen P X — Xa’ a=0,1, fur welche die folgenden

Diagramme kommutativ sind.

i 1

X = X «— X
a p
1Xa\ o, 0y fiur o, $=0,1 und o+f = 1.
X
o

Mit anderen Worten, die Bedingungen 1 sind erfullt. Wir haben noch zu zeigen, die
Bedingung 2 ist ebenfalls erfullt.

Auf Grund der Definition der direkten Summe ist fur jedes Objekt Y die folgende
Abbildung bijektiv.



HomC(X, Y) — HomC(XO, Y) x HomC(Xl, Y),fp (fOiO, f°i1).
Zum Beweis der Identitat von 2 reicht es somit, wenn wir zeigen, es gelten die
Identitaten,
LT 1Po i ™ 1BpB i, fur a, f=0,1 und a+p = 1.
welche aus der Identitat 2 durch Zusammensetzen mit den ia entstehen. Auf Grund der
Bedingungen 1 gilt aber

ip i =11 =1aund1

aa o o X 1, =1g0 =0
a

p
B"p a P X BXa XX
Damit ist auch Bedingung 2 erfullt.
(c) = (a). Wir haben die Bijektivitit der Abbildung

cp:HomC(X, Y)— HomC(XO, Y) x HomC(Xl, Y),f» (f°10, f°11).

zu beweisen (fur jedes Objekt Y von C). Dazu reicht es zu zeigen, die folgende
Abbildung ist invers zu .

w:HomC(XO, Y) x HomC(Xl, Y) — HomC(X, Y),f, 2 ’fOpO +8°p-
Fur jeden Morphismus u: X — Y gilt
PeW)  =w((eiy uei))
= uoiOOPO + uoilopl
=ue(iy°Py *+1,°P;)
=uel (wegen Bedingung 2)
=u

Also gilt Yo = Id. Weiter gilt fur beliebige f: X —Y und g: X. —Y:

0 1

e(p(t.g)  =o(fepy+gop)
= ((fep + gop)eiy, (fopjy + g°p)°i))
= (fopyeig + &°p; °iy, foPyeiy +gop oi))
f, 2 (wegen der Bedingungen 1).
Die Abbildungen ¢ und 1 sind also zueinander inverse Bijektionen.

(b) & (c). Die zu einer additiven Kategorie duale Kategorie ist ebenfalls additiv. Die
bereits bewiesenen Aussagen gelten somit fur die zu C duale Kategorie ebenfalls.
Direkte Summen bzw. Produkte werden aber in der dualen Kategorie zu direkten
Produkten bzw. Summen. Mit (a) < (c) gilt somit auch (b) < (c).

Zu (v). Die Bedingungen von (ii)(c) bleiben erhalten, wenn man einen additiven
Funktor anwendet.
Zu (vi). Sei X ein Nullobjekt, d.h. es gelte

lX = 0X n HomC(X, X).

Fur jeden auf C definierten Funktor F ist
F(IX) = IF(X)'
Ist F additiv, so ist
Hom (X, X) — Hom(F(X), F(X)), f » F(f),
ein Gruppen-Homomorphismus. Insbesondere gilt dann
F(OX) = OF (X)
Zusammen ergibt sich



Lpexy = Fy) = FO) =0 o,
d.h. F(X) ist ein 0-Objekt.
QED.

1.13 Exake Funktoren von Modul-Kategorien und flache Moduln

Eine exakte Sequenz von A-Moduln und linearen Abbildungen ist eine Folge von A-
linearen Abbildungen

fi fit1

.= Vi — Vi+1 — Vi+2 — .. (D

mit
Imf. =Kerf. _ furallei.
1 1+1
Falls diese Gleichheit nur fur ein gegebenes 1 gilt, so sagt man die Sequenz ist exakt an
der Stelle V. .. Ein Funktor
i+1
F: A-Mod — B-Mod
heiflit exakt, wenn er additiv ist und fur jede exakte Sequenz (1) von A-Moduln die
zugehorige Sequenz
F(f;) F(fiyp)

= F(Vi) — F(Vi+1) — F(Vi+2) - ...

von B-Moduln exakt ist. Ein A-Modul U heif3t flach, falls der Funktor U® A exakt ist.

Beispiel 1
Die Sequenz von linearen Abbildungen

0>V —>V—SV'—=0
ist genau dann exakt, wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind.
1. £ ist injektiv (Exaktheit an der Stelle V?)
2. Im f” = Ker {7 (Exaktheit an der Stelle V)
3. 17 ist surjektiv (Exaktheit an der Stelle V”).
Man spricht in dieser Situation von einer kurzen exakten Sequenz.

Bemerkung
Sei U ein A-Modul U. Dann ist der Funktor

U® A A-Mod — A-Mod, M » U® AM’

additiv: fur beliebige A-Moduln V und W ist die Abbildung
f Id®f
cp.HomA(V, W) — HomB(U®AV, U®AW), V—Wp U®AV — U®AW,

ein Gruppen-Homomorphismus: fur u€U und v €V gilt
Q(f’+”)(u®V) = IdRX(f*+17))(u®V)

= Id(uW)R ([ +7)(v)
=Id(u)X (" (v)+£’(v))
= Id(u)®f’ (v)+Id(u)®f’(v)
= p(f")(U®v) + (") (u®v)
= (@(f") + (") (u®v)

Damit gilt p(f’+f) = @(f’) + @(f’), d.h. @ ist ein Gruppen-Homomorphismus.

Beispiel 2
Die Sequenz



f’ b
0—-V — VeV’ —V’—=0
mit £’(v’) = (v’, 0) und f(v’, v’) = v” ist eine kurze exakte Sequenz:
Ker(f)={(v’,0) I v’ € V’} =Im({").

Beispiel 3
Fir jeden A-Moduln V und jeden A-Teilmodul U C V ist

i
0 —>U—0V i) V/U—0
eine kurze exakte Sequenz. Dabei seien i: U & V die naturliche Einbettung und

p:V—V/U, v » (v mod U), die naturliche Abbildung auf den Faktorraum.

1.14 Kriterium fux exake Funktoren
Seien A und B kommutative Ringe mit 1 und

F: A-Mod — B-Mod

ein additiver Funktor. Dann sind folgende Aussagen aquivalent.
@) F ist exakt.
(ii) Fiur jede kurze exakte Sequenz von A-Moduln

0=V — V—5V’—=0
ist die zugehorige Sequenz von B-Moduln

f it
0—-=FV’)— FV)—FV”)—0
exakt.
Beweis.(i) = (ii). trivial.

(i) = (i). Weil F kurze exakte Sequenzen in kurze exakte Sequenzen uberfuhrt, gilt

insbesondere®
F(f) injektiv fur f injektiv und
F(f) surjektiv fur f surjektiv.

Sei eine exakte Sequenz von A-Moduln gegeben:

f. f.
1 i+1
.= Vi — Vi+1 — Vi+2 - ... (D)

Wir zerlegen fi und fi+ jeweils in eine Surjektion und eine Injektion:

1
f.=a. ,°f.:V —i»Irn(f)=Ker(f )?i—-'-)lV
i i+1 "1 1 i i+1 i+1
Bi+1 A2

fi1 = % Pip Vigy = Im@, P =Ker ) — Vi,
Es gilt
Im(ociH) = Im(fi) (Surjektivitat von Bi)

= Ker(fi+ 1 ) (Exaktheit von (1))

f
¥ Fur jedes injektive f:V — W ist 0 — V — W — V/Im(f) — 0 eine kurze exakte Sequenz.

f
Fur jedes surjektive f:V — W ist 0 — Ker(f) — V — W — 0 eine kurze exakte Sequenz.



= Ker(BiH) (Injektivitat von ai+2),

d.h. es besteht eine exakte Sequenz

%t Bi+1
0 — Ker(f,, ) — V.., — Im(f,, ) —0.

Nach Vorausetzung ist damit die Sequenz

Fajy 1) FBiyp)
0— F(Ker(fi+1)) — F(Vi+1) — F(Im(fi+1)) —0 2)
exakt. Es gilt
Ker(F(fi+1)) - Ker(F(ai+2) C>F(Bi+1) ) (wegen fi+1 - OLi+2°Bi+l)
= Ker(F([Si+l)) (Injektivitit von F(ai+2))
= Im(F(ai+ 1 ) (Exaktheit von (2) an der Stelle F(Vi)

= Im(F(oci+1)°F([3i)) (Surjektivitiat von F(Bi))

= Im(F(fi)) (wegen fi = ai+1°[3i)
Damit ist die Bild-Sequenz exakt an der Stelle F(Vi+1) (fur jedes 1).
QED.

Beispiel 1
Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist der Funktor

A® A A-Mod — A-Mod, M » A® AM,
exakt. Fur jede kurze exakte Sequenz von A-Moduln
f
0— M —)MiM”—)O
erhalt man durch Anwenden von A® A ein kommutatives Diagramm von A-Moduln
, [d®f 1d®g ,
0—ARM — ARM — ARM’—0 a®m’ b a®f(m’),a®m > a®g(m)

l(p’ l(p lcp” J J J J

0—)M, N M i M”—)O am f(am )? am —> g(am)
Dabei seinen die vertikalen Abbildungen die Isomorphismen a®m - am. Mit der
unteren Zeile ist dann auch die obere Zeile exakt.

Beispiel 2

Seien A ein kommuttiver Ring mit 1 und M = ®i oI A ein freier A-Modul. Dann ist der

Funktor
M® A: A-Mod — A-Mod, N » M® AN’

exakt, d.h. freie A-Moduln sind flach.
Beweis. Fur jeden A-Modul N ist

— _9 —
M®,N = @_A®N =@ _A® N =@ _ N

JZ {aij}i€I®nj = ? {aij®nj}iEI = ? {aijnj}iEI

eine direkte Summe von Exemplaren von M. Fur jede A-lineare Abbildung

° Die Funktoren ® und @ kommutieren (vgl. 1.5 (iv)).



f:N— N’
ist

1d®Af: M®AN — M®AN , m®n » m®f(n)
als Abbildung

Piet N — Oig N
von der Gestalt

{ni}iEI oY l®ni B> l®f(ni) (=3 {f(ni)}iEI’
i€l i€l
d.h. eine direke Summe von Exemplaren von f.'° Deshalb gilt

Ker(id® Af) = @i - Ker(f) und Im(id® Af) = ®i - Im(f)
Fur jede exakte Sequenz von A-Moduln

e — M —M i M — ..
und die zugehorige Sequenz
id®f 1d®g
e —> MO M — MO M — MO M’ —
A A A
gilt dann
Ker(id®g) = @iEI Ker(g) = @iEI Im(f) = Im(id®f),

d.h. auch die tensorierte Sequenz ist exakt.
QED.

1.15 Halbexaktheit des Tensorprodukts
Fur jede exakte Sequenz von A-Moduln
f
M —M i) M’ —0
und jeden A-Modul N ist die zugehodrige Sequenz

f®id g®id
M&®N — M®N — M"® N —0

exakt. Man sagt deshalb auch, das Tensorprodukt ist rechtsexakt.

Ist A ein Korper, so ist der Funktor ® AN sogar exakt, d.h. fur Korper A ist jeder A-

Modul N flach.

Beweis. Exaktheit an der Stelle M”®N. Die Aussage folgt aus 1.11 (iv) a):
Surjektionen gehen beim Tensorieren in Surjektionen uiber.

Exaktheit an der Stelle M®N. Fur m’&M’ und nE N gilt
(g®id)°(f®id)(m’®n) = (g®id)(f(m’)®n)

also
Im(f®id) C Ker(g®id).

Wir haben noch die umgekehrte Inklusion zu beweisen, d.h.
Ker(g®id) C Im(f®id).

' Auf jede Koordinate von ®’EI N wird f angewandt.
i



Wegen 1.11 b) reicht es zu zeigen, fur
m € Ker(g) und n€EN
gilt
m®n € Im(f®id).
Nach Voraussetzung gilt Ker(g) = Im(f). Deshalt gibt es ein m’&M’ mit m = f(m’), also

m®n = f(m”)®id(n) = (f®id)(m’®n) € Im(f®id).
Damit ist die Exaktheit an der Stelle M®N bewiesen.
Die Flachheit von N im Fall eines Korpers A. Ist A ein Korper, so besitzt N iiber A eine
Basis, d.h. N ist ein freier A-Modul. Nach Beispiel 2 von 1.14 sind freie Moduln flach.
QED.
Beispiel 1.

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, 1 C A ein Ideal und M ein A-Modul. Dann
besteht ein Isomorphismus von A-Moduln

M® , (A/D) S M/IM

m®(a mod I) » am mod IM.
Insbesondere ist fur jedes Ideal I von A der Funktor

A-Mod — A-Mod, M » M/IM

rechtsexakt.

Beweis. Zeigen wir, M/IM besitzt die Universaltiatseigenschaft von
M® A(A/I)

Die Abbildung

b: Mx(A/I) — M/IM, (m, a mod I) » am mod IM,
ist wohldefiniert: fra” € A mita’ mod I =amod I gilt a’-a €1, also

a’em - a°m € IM,
also

a’»m mod IM = a°m mod IM.
Wir haben gezeigt, die Abbildung b ist wohldefiniert. Aus der Definition liest man ab,
daB b bilinear uber A ist. Sei jetzt

b’: MX(A/T) —s N

eine beliebige bilineare Abbildung von A-Moduln. Wir haben zu zeigen, b’ faktorisiert
sich auf genau eine Weise tiber b, d.h. b’ hat die Gestalt

9

b’: Mx(A/) i) M/IM — N
mit einer eindeutig bestimmten A-linearen Abbildung b’.
Eindeutigkeit von b”. Existiert b, so gilt fur jedes meM
b (m mod IM) = b (b(m, 1 mod T) = b’(m, 1 mod 1),
d.h. B ist durch b eindeutig festgelegt.
Existenz von b°. Wir setzen

g’(m mod IM) :=b’(m, 1 mod I) fur jedes m € M.

Diese Definition ist korrekt, denn fur jedes m € M mit

m mod IM = mO mod IM



gilt

mo -m &€ 1M,
d.h. es gibt Elemente al, s ar &€ I und ml, s mr € M mit
r
m, -ms= > aimi .
i=1
Also ist
b’(m,1)-b(m,,1) = b’(m—mo,l) (b’ ist bilinear)
r
=b (iglaimi , I modl)
r
=y aib’(mi , 1 mod I) (b’ ist bilinear)
i=1
r
=3 b’(mi , ai mod I) (b’ ist bilinear)
i=1
r . .
= Elb (mi , 0) (ai € I fur jedes 1)
r
=y b’(mi , 0:0)
i=1
r
=0+ > b’(mi ,0) (b’ ist bilinear)
i=1
=0.

Damit ist gezeigt, daB b korrekt definiert ist. Nach Definition ist b eine A-lineare
Abbildung mit

'BJ’(b(m, a)) :fl;’(a-m mod IM) (nach Definition von b)

=b’(am, 1) (nach Definition von b)
=aeb’(m, 1) (b ist A-bilinear)
=b’(m,a) (b ist A-bilinear)
Dies gilt fur beliebige m € M und a € A. Deshalb ist
b b =b’,

wie gefordert.
Wir haben gezeigt, wir konnen M/IM mit dem Tensorprodukt M® AA/I identifizieren.

Bei dieser Identifikation ist m&®(a mod I) gerade das Element
b(m, a mod I) = am mod IM.
QED.
Beispiel 2
Seien A ein kommuttiver Ring mit 1 und S C A eine multiplikativ abgeschlossenen
Teilmenge. Dann ist der Funktor

sla® i AMod — STA Mod, N s ST1A® AN

exakt, d.h. STTA ist flach iber A.
Beweis. 1.Schritt: Definition des Moduls S'lM



Fur jeden A-Modul N definieren wir den Quotienten-Modul von N bezuiglich S als
sim ={sImMEM,SES}

9

. . . m m . .
Dabei werden zwei Quotienten ?und < genau dann als gleich angesehen, wenn es ein

te S gibt mit
te(s’sm - sem’) = 0. (1)
Durch (1) ist eine Aquivalenz-Relation von Paaren (m, s) und (m’,s’) aus MxS definiert

und die % sind gerade die Aquivalenz-Klassen bezuglich dieser Relation. Die Menge

s M st ein S"!A-Modul bezuglich der Operationen

m m _s’m + sm
ST T8
am _am’

s's” T ssT

(im Fall M = A sind so Addition und Multiplikation im Ring sia definiert).
2 Schritt: ST'A® M = §"IM als $™! A-Moduln.

Die Abbildung

staxm—sIm (5.m w55

b

ist wohldefiniert: fur %: 2—, gibt es ein tE€S mit te(s’a - sa’) =0 in A, also

te(s’am - sa’m) = 0 in M.

2

Deshalb gilt "= "= Die Abbildung ist tatsichlich wohldefiniert.

Sie ist nach Konstruktion bilinear iiber A. Deshalb existiert eine A-lineare Abbildung
cp:S'1A®AM —sIMSeme 5

Wir haben zu zeigen, diese Abbildung ist bijektiv. Wir zeigen dies durch die

Konstruktin der Umkehrabbildung. Sei 1 die Abbildung

v STIM — S'1A®AM, = é@ m.

Diese Abbildung ist wohldefiniert: fur % = r:_, gibt es ein tES mit

te(s’>m - sem’) =0 in M,
d.h.
tes’em = tesem’.
Deshalb gilt in ST A® RE

_ s
T tss”
1
T tss”
1
T tss”
s
T tss’
1 ,
= S_’ ® m’.
Wir haben gezeigt, Abbildung 1) ist tatsachlich wohldefiniert.
Weiter gilt

%@m ® m
® ts’m
® tesem’ (wegen tes’sm = tesem’)

®m’



PE Om) =pE = L@ am =2 Om

also
Yoo = 1d.
AuBlerdem ist
m 1 lem m
W) =GO m)=——=—=

Die beiden Abbildungen sind also invers zueinander. Aus den Abbildungsvorschriften
liest man direkt ab, daf3 sie S'IA—linear sind.

3.Schritt. STA® , ist exakt
Es reicht zu zeigen, fur jeden A-Modul M und jeden Teilmodul N C M ist die
Abbildung
s1a® N —s1A® M, Son 1 @,
injektiv. Auf Grund des zweiten Schritts reicht es zu zeigen, die Abbildung
sINsIM st
sE = (S)—in s IM. Dann gibt es ein tES mit
te(sen - s*0) =0 in M.

Wegen nEN besteht dieselbe Relation aber auch im kleineren N, d.h. es gilt

ist injektiv. Sei also

n 0.

— ==in

s s

s7IN.

QED.

Beispiel 3.

Seien f: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1, M ein flacher A-Modul und
ICBundJ C B

zwel Ideale von B. Wegen der Flachheit von M uiber A induzieren die naturlichen
Inklusionen

IS BundJ S B
injektive A-lineare Abbildungen

I®AM >—>B®AM und J®AM >—>B®AM
Wir konnen also I®M und J®M als Teilmoduln von B&M ansehen. Es gilt dann
I®M (M IM = 1) ®OM.
Beweis. Die Abbildung B — B/l ® B/J, b » (b mod I, b mod J) ist A-linear und hat
den Kern I{)J, induziert also eine injektive A-lineare Abbilidung
B/(I(MJ) > B/ ® B/J,bmod I JJ » (b mod I, b mod J).

Weil B flach ist iiber A erhalten wir durch Anwenden des Funktors & AB eine injektive
Abbildung

(BA)®M »— (B/HOM @ (B/J)®M, (1)

bmodI[J®m  (bmodI ® m, bmodJ ® m).

Auflerdem erhalten wir aus der exakten Sequenz

0—I1I—B—BI—0
die Exaktheit von



0 — I®M — B®M — (B/H®M — 0,
also
(B/H®M ='' BOM / I®M,

und analog mit J und I{)J anstelle von I ergibt sich
(B/J)®M = B&M / JOM.
(B/IMN)H®M = BRM / (I JJ)®M.
Die Injektion (1) bekommt so die Gestalt
B®&M / (I )J)®M >— (BAOM/I®M) ® (BOM/I®M)
b®m mod (I J)®M b (b®m mod I®M, b®M mod J®M)

Wir erhalten so ein kommutatives Diagramm
B®M

al O\

BOM/(IMHEM <5 (BOMISM)\(BOM/IOM)

Dabei seien o die naturliche Abbildung auf den Faktor-Modul

o(x) = x mod (I J)®M,
[ die A-lineare Abbildung

P(x) =(xmodI®M, x mod J®OM)
und vy die eben konstruierte injektive A-lineare Abbildung mit

y(x mod (I J))®M) = (x mod I®M, x mod JOM).
Weil y injektiv ist, gilt

Ker(B) = Ker(yea) = Ker(ar) = (I J))®M.
Aus der Definition von f3 lesen wir ab,

Ker(B) = I®M () I®M.
Zusammen folgt

INDHOM = I&M () JOM.
QED.

2 Die Tensor-Algebra und einige Anwendungen

2.1 Definition

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M und N zwei A-Moduln und n eine nicht-
negative ganze Zahl. Eine Abbildung

f: Mx..xM — N, (Xl,..., Xn) (BN f(Xl,..., Xn)
heift n-linear tiber A, wenn sie in Bezug auf jedes ihrer Argumente X, linear uiber A ist.

Eine 1-lineare Abbildung ist dabei einfach eine lineare Abbildung

M — N.
Eine 2-lineare Abbildung ist dasselbe wie eine bilineare Abbildung

M xM — N.
Unter einer O-linearen Abbildung wollen wir eine lineare Abbildung

" Dies gilt auch ohne die Annahme, da M flach ist iiber A, wenn J®M das Bild von J®M in B&M
bezeichnet.



A— N
verstehen.

2.2 Die Tensor-Algebra eines A-Moduls

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der Algebra iiber einem kommutativen Ring mit 1.
Seien A ein kommutativer Ring mit 1. Eine A-Algebra ist ein Ring B mit 1 zusammen
mit einem Homomorphismus

A—B
von Ringen mit 1, dessen Bild mit Zentrum von B liegt. Der Homomorphismus heif3t

dann Struktur-Homomorphismus von B. Seien B und B’ zwei A-Algebren. Ein
Homomorphismus von A-Algebren

f: B—=B’
ist ein Homomorphismus f von Ringen mit 1, fur welchen das folgende Diagramm
kommutativ ist.

B—— B

N/

A
Dabei sollen die schriagen Pfeile gerade die Struktur-Homomorphismen bezeichnen.

Seien jetzt A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Die Tensor-Algebra von
M tiber A ist definiert als die direkte Summe

T, (M) = T(M) := @ T(M)_ mit T(M)_:= MO

Dabei seien
M®0 A,
M®l =M
VO .= M®...®M (n-mal)

die n-te Tensorpotenz von M, d.h. das Tensorprodukt tiber A von n Exemplaren des A-
Moduls M.

Nach Konstruktion ist T A(M) ein A-Modul. Der direkte Summand

T(M) = M®n C T(M)

heiffit homogener Bestandteil des Grades n von T(M), dessen Elemente t heilen
homogene Elemente des Grades n und man schreibt

degt=n.
Seien
o0 o0
t’ - b bh) - bh)
3ot n und t 3ot n
n=1 n=1

zwei Elemente von T(M) mit t’n und t”n homogen vom Grad n. Wir definieren das

Produkt von t” und t” wie folgt

o0 0
vtr=3y 3 tm®tn
m=1n=1

Dabei wird



t O € MO M ®™ o p®(m+n)

M®(m+n)

als Element von aufgefaf3t. Speziel fur n = 0 haben wir

O € MOMK = MEM  x®y > yx,

0
d.h. ®t” wird mitt” - t* identifiziert. Analog wird fur m = 0 das Element
m- 0 0 m
t 0®t N
mit t’ O-t” n identifiziert. Die Multiplikation von zwei Elementen O-ten Grades entspricht
damit der gewohnlichen Multiplikation mit Elementen aus A.
Die Abbildung

M—=TM),cr c,

wobei das Bild ¢ als homogenes Element des Grades 0 von T(M) aufgefalit wird, heifit
natiirliche Einbettung von A in die Tensoralgebra T(M).

Die Abbildung
M —TM), m » m,

wobei das Bild m als homogenes Element des Grades 1 von T(M) aufgefalit wird, heif3t
natiirliche Einbettung von M in die Tensoralgebra T(M).

Bemerkungen
(1)  Mit der oben definierten Multiplikation ist T(M) eine A-Algebra.

(i)  Die naturliche Einbettung A — T(M) ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1.
(iii)) Die naturliche Einbettung M — T(M) ist A-linear.

Beispiel
Seien K ein Korper und V = Kv ein eindimensionaler K-Vektorraum. Dann ist

KO - Kyv®...®v = KyOn
fur jedes n, also

T(V) = K® Kv ® Kv®2@ ...
Wenn wir die Multiplikation in T(V) nicht mehr mit dem Tensorzeichen “®” sondern
mit “¢” bezeichnen, erhalten wir
T(V) =K ® Kev ® Kev? @ ... =K[v],

d.h. T(V) ist bis auf Isomorphie gerade die K-Algebra der Polynome in der
Unbestimmten v mit Koeffizienten aus K.
Beispiel
Seieine K ein Korper und V = Kv + Kw ein zweidimensionaler K-Vektorraum. Dann
ist

vOl o v =Kv+Kw

V®2 = KV2 + sz + Kvw + Kwv

und die Tensoralgebra

T(V) = K<v, w>
1aBt sich mit der K-Algbra der nicht-kommutativen Polynome in v und w mit
Koeffizienten aus K identifizieren.

Analog erhélt man fur jeden n-dimensionalen K-Vektorraum

V=Kv, +... +Kv
1 n

eine Identifikation



T(V) = K<V1 s e

der Tensor-Algebra mit der K-Algebra der nicht-kommutativen Polynome in v

,V >
n

Yy
mit Koeffizienten aus K.

2.3 Die Universalitatseigenschaft der Tensorpotenz m&n

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Dann ist die Abbildung

M = s M®n
pn. M" =Mx..xM — M=" | (m .,mn) (X% m1®...®mn

1

men

des direkten Produkts von n Exemplaren von M in die Tensorpotenz eine n-

lineare Abbildung uiber A.

Jede n-lineare Abbildung
@:Mx..xM — N
mit Werten in einem A-Modul N faktorisiert sich auf genau eine Weise uiber pn,

p ~Y
o: Mx..xM —3 M@ ¥, N

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung ch mit @ = chopn .

Beweis. Eindeutigkeit von @ Falls Fp existiert, so gilt fur beliebige x ,...,XnEM:

1
() (X1®"'®Xn) =Q (pn(xl,...,xn)) = cp(xl,...,xn).

Die Werte von ch auf den Elementen der Gestalt x1®...®xn sind also eindeutig

festgelegt. Da diese Elemente ein Erzeugendensystem von M®" bilden und da c~p linear
sein soll, ist somit die gesamte Abbildung ch festgelegt.

Existenz von @ Beweis durch Induktion nach n.

Im Fall n =0 ist Po’ A —> A nach Vereinbarung die identische Abbildung von A und

die Behauptung ist trivial (jede Abbildung A — N faktorisiert sich eindeutig uber die
identische Abbildung A — A).

ImFalln=1ist Py M — M die identische Abbildung und ¢ eine lineare Abbildunge

¢:M=M®! =N
Auch in diesem Fall faktorisiert sich ¢ eindeutig

d @
¢M-—>M-—N

uiber die identische Abbildung (mit ¢ = m).

Sei jetzt n > 1. Fur jedes feste x .M ist die folgende Abbildung (n-1)-linear tiber A.

0



-1
chO. M N, (xl,...,xn_l) [ cp(xl,...,xn_l, xO),

Nach Induktionsvoraussetzung faktorisiert sie sich eindeutig itber UNSE

1, \®0-1) N,

o -1 _Pn-
X
0
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung @ mitgp_ =¢_°p_ ., d.h. mit
X X X, n-1

0 0 0

P, (X1®...®Xn_1) =9, (pn—l(xl""’xn—l)) =m (Xl""’xn—l)
0 0 0
= m(Xl’”"Xn—l’XO)'
Die lineare Abbildung

~

v ®(n-1)
chO. M —> N, X1®"'®Xn—l [ cp(xl,...,xn_l,vo),

ist durch die Bedingung

chO (X1®...®Xn_1) = cp(xl,...,xn_l,xo) (1)

eindeutig festgelegt (da die X1®...®Xn ein Erzeugendensystem von M®@-1)

bilden). Betrachten wir die Abbildung
o MOMDuaM = N, (1, %) 1 @, 0. 2)

Nach Konstruktion ist sie linear im ersten Argument t. Zeigen wir, sie ist auch linear im
zweiten Argument x, d.h. , zeigen wir, es gilt

@ =c'@ )+’ (t
cpC,X’+C9’X,7( ) cPX’( ) cPX”( )

-1

fur alle x’,x”€M, alle ¢’,c”’€EA und alle t& M®(n'1), d.h.

@ 9.9 99 99 = C’Fp D) + C” CNP 99°
c’x’+¢7’x X X
Auf beiden Seiten stehen lineare Abbildungen. Zum Beweis ihrer Gleichheit reicht es

zu zeigen, sie haben dieselben Werte in allen Vektoren eines Erzeugendensystems von

M®(n'1). Es reicht also zu zeigen,

LR (X1®"'®Xn-1) =c ch,(x1®...®xn_1) +c” @ e (X1®"'®Xn-1)
fur beliebige Xl”"’xn-leM' Wegen (1) gilt
LHS = (p(xl,...,xn_l, c’x’+¢’x”)
=cC cp(xl,...,xn_l,x )+ ¢ (p(xl,...,xn_l,x )
= RHS

Wir haben gezeigt, die Abbildung (2) ist bilinear. Auf Grund der
Universalitatseigenschaft des Tensorprodukts faktorisiert sie sich eindeutig uber die

naturliche Abbildung ins Tensorprodukt p:M®(n'1)xM — M®(n'1)®M = M®n,

¢ MOm-Dyg P y®n Py
d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung c~p mit c~p’ = c~p°p, d.h. mit



(LX) = P(I®V) = (1)
fir alle t€ MO D und alle xeM. Speziell fur t = X1®...®Xn_1 erhalten wir
[0 (x1®...®xn_1®x) = cpx(x1®...®xn_1) = cp(xl,...,xn_l,x).
Mit anderen Worten, es gilt
P=9°p, >

d.h. @ ist gerade die Abbildung, deren Existenz wir beweisen wollen.

QED.

Bemerkung

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M und zwei A-Moduln. Bezeichne
L A(M, N)n

den A-Modul der n-linearen Abbildungen Mx..xM — N iber A. Die gerade

bewiesene Universalititseigenschaft von M®n besagt, daf} die A-lineare Abbildung
®n ~~
HomA(M . N) —_— LA(M, N)n’ P Q@ pn’

bijektiv, also ein Isomorphismus ist.
Ist A = K ein Korper, so hat insbesondere hat der Modul der n-linearen Abbildungen
auf M mit Werten in N die Dimension

. T ®n
d1mK LK (M, N )n = d1mK HomK(M ,N)

— ®n, i;
= d1mK M dlmK N

_ . n, q;
= (dlmKM) dlmK N.
2.4 Die Universalitatseigenschaft der Tensor-Algebra

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul. Dann gibt es fur jede A-
Algebra S und jede A-lineare Abbildung

M — S
genau einen Homomorphismus
T A =S
von A-Algebren derart, daBl das folgende Diagramm kommutativ ist.
M P T(M)
fl /T
S

dabei sei p die naturliche Einbettung von M in die Tensor-Algebra T(M).

Beweis. Eindeutigkeit von . Wir nehmen an, T existiert und leiten eine Formel fur T

her, aus der hervorgeht, daf} T eindeutig festgelegt ist. Sei
te TM).



Dann ist t eine Summe von endlich vielen homogenen Elementen. Ein homogenes

Element des Grades n (aus M®n) wiederum ist eine Summe aus endlich vielen

Elementen der Gestalt X1®...®Xn mit Xi € M. Mit anderen Worten, t hat die Gestalt

S i
t=3 x1®...®xni mit Xj eM.
1=1
Damit gilt, da T eine A-lineare Abbildung ist, die Produkte in Produkte uberfuhrt,
~ S i
fo =3 Tx|®..®xn)
=1 1

i

; ~ i ~ 1 i
= izl f(Xl)""°f(Xni) (XjPT(M)l)
S - . - 1 .
= 3 &)~ (x; PM)
i=1
S . i
=y f(vll)-...-f(v;,) (Kommutativitat des Diagramms)
i=1 !

Damit ist eindeutig durch f festgelegt.
Existenz von T. Betrachten wir die Abbildung
fn:MX...XM — S, (Xl’""xn) B f(xl)-...-f(xn).

Auf Grund des Distributivgesetzes fur den Ring S ist diese linear in jedem der n
Argumente. Nach 2.3 faktorisiert sich diese Abbildung eindeutig uiber die naturliche

Abbildung p:M"—sM®",

?
£ oM Pom® g

~

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung fn mit fn = fn°p, d.h. mit

fﬂ(x1®...®xn) = f_n(p(xl,...,xn)) = £ (kX ) = £x) ) f(x )

fur alle Xl""’XnEM' Wir definieren ‘f: T(V) — R, indem wir setzen

f(t) = ?0(t0) + ?1 (t) + .t Ts (t)

fallst = tO + t1 + ..+ tS gilt mit ti homogen vom Grad i. Dabei sei

~

f 1

0"’ =%'ls
Die Abbildung ist wohldefiniert und linear. Fur homogene Elemente x €EM des Grades
1 gilt

T = £, () = fx).
Auf Grund der Defintion von ?0 gilt f(l A) = 1S. Durch direktes Nachrechnent sieht

man, da T ein Ringhomomorphismus ist.

QED.



2.5 Eigenschaften der Tensoralgebra

(@)

(i)

(iii)

@iv)

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und B eine A-Algebra. Ein
Erzeugendensystem von B uiber A ist eine Famlie

b

von Elementen aus B mit der Eigenschaft, da3 jede A-Teilalgebra
B’ C B,

welche alle bi enthilt, gleich B sein muf,
B’ =B.

Beispiel 1.

Fur jede A-Algebra B bildet die Familie der Elemente von B ein
Erzeugendensystem.

Beispiel 2.
Ist

B =AlX . x|

die A-Algebra der Polynome in den Unbestimmten x » X mit Koeffizienten

P

aus A, so bilden die Unbestimmten x X ein Erzeugendensystem von B

uber A.

Seien B eine A-Algebra und M C B ein A-Modul, welcher ein

Erzeugendensystem von B als A-Algebra enthalt. Das Bild der Fortsetzung der
natiirlichen Einbettung

o

MG B
zu einem A-Algebra-Homomorphismus
T:TM) — B
ist dann eine A-Teilalgebra, die ebenfalls dieses Erzeugendensystem enthilt. Diese

Teilalgebra ist deshalb gleich B, d.h. der A-Algebra-Homomorphismus T ist
surjektiv. Es folgt

B = S(V)/Ker(1).

Mit anderen Worten, jede A-Algebra ist ein Faktor einer Tensor-Algebra iiber A.
Sei

Mod
die Kategorie der Paare (A, M), deren erste Koordinate A ein kommutativer Ring
mit 1 ist und deren zweite ein A-Mod. Die Morphismen

(A, M) — (B, N)
von Mod seien Paare (f, h), deren erste Koordinate f ein Homomorphismus

f.A— B
von Ringen mit 1 ist und deren zweite ein Homomorphismus
h:M—N
der additiven Gruppen von M und N ist mit
h(asm) = f(a)*h(m)
fur jedes a € A und jedes m € M.

Ist (f,h): (A,M) — (B,N) ein Morphismus der Kategorie Mod so kann man die
die Zusammensetzung



h i
von h mit der natirlichen Einbettung von N in die Tensor-Algebra als
Homomorphismus von A-Moduln mit Werten in der A-Algebra TB (N) auffassen.

Auf Grund der Universalitatseigenschaft der Tensor-Algebren, gibt es genau
einen A-Algebra-Homomorphismus

T(fh): T A(M) — TB(N),

fur welchen das Diagramm

T(£.h)

TA(M) — TB(N)

i) J iy d
MO N

kommutativ ist. Auf diese Weise wird der Ubergang zur Tensor-Algebra zu einem
Funktor

T: Mod — Rings, (AM) » TA(M), (f,h) » T(f,h),

der Kategorie Mod der Moduln mit Werten in der Kategorie der (nicht notwendig
kommutativen) Ringe mit 1.

(v) Seien f: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1 und M ein A-Modul.
Dann besteht ein naturlicher Isomorphismus
T A(M)® AB — TB(M® AB)
denn fur naturliche i und nicht-negative ganze j gilt
®i ®) ~mRa-1) ®j
M='® A(B® AM) =M ® AM® A(B® AM)

~12  a®(I-1) ®j
=M ®A(M®AB)®B(B®AM)

=MO(-Dg \ (B® AM)®O+1).
Wiederholtes Anwenden liefertt
Mg AB=(M® ,B) ®n for jedes n.

Bemerkung
Nachfolgend wollen wir die Beschreibung von A-Algebren als Faktoren einer Tensor-
Algebra an einigen Beispielen illustrieren. Dazu benotigen wir den Begriff des Ideals.

2.6 Das von einer Menge erzeugte Ideal

Seien A ein kommutativer Ring mit]l und B eine A-Algebra. Ein Ideal von B ist ein A-
Teilmodul

ICB
mit der Eigenschaft, daf} fur beliebige x € I und b € B die beiden Produkte

bex Elund xbE1
von b und x in I liegen.

2 (B®AM)®j ist ein B-Modul.



Beispiel
Fur jede Teilmenge S C B ist der A-Teilmodul von S, welcher von den Elementen der
Gestalt

beseb’ mit b,b’ € B und s&S

erzeugt wird, ein Ideal von B (wegen des Assoziativegesetzes der Multiplikation).
Dieses Ideal heiflt das von M erzeugte Ideal von B und wird mit

I(S) := IB(S)
bezeichnet.

2.7 Der Faktorraum nach einem ldeal

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, B eine A-Algbra und I € B ein Ideal. Dann ist
durch
x+D-(y+D)=xy+1
ein Produkt auf B/I definert und der A-Modul B/I ist mit diesem Produkt eine A-
Algebra. Die naturliche Abbildung
p:B — B/I
ist ein Homomorphismus von A-Algebren.

Beweis. Seien x + [=x’ + [und y + [ =y’ + I. Wir haben zu zeigen, es gilt
xy+1=xy +L

Es gilt
x-x’E€l und y-y’€l
also
(x-x")y € und x’(y-y’)El
also
xy-xy €l
also

xy+I1=xx"+1
Nach Konstruktion ist
p(xy) = xy + I = (x+D(y+D) = px)p(y).
Daraus ergibt sich, dal B/I ein Ring ist und p ein Ringhomomorphismus. Bezeichnet 1
das Einselement von B, so spielt p(1) die Rolle des Einselements von B/I. Durch die
Zusammensetzung der Ringhomomorphismen
A —B—BI/

bekommt B/I die Struktur einer A-Algebra.
QED.

2.8 Die symmetrische Algebra

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul und
rom € TM)

das von den Elementen der Gestalt

X®y - y®x mit x,yEM
erzeugte Ideal. Dann heif3t
SM) =S A(M) =TM)/I’'(M)

symmetrische Algebra von M uiber A. Die Zusammensetzung
M - TV) L5 sov



der natiirlichen Einbettung (im Grad 1) mit der naturliche Abbildung auf den Faktorring
heif3t wieder naturliche Einbettung (im Grad 1). Analog definiert man die naturliche
Einbettung

A —s TOM) 2 S(M)
im Grad 0.
Bemerkung

Die naturlichen Einbettungen sind injektiv, weil I'(V) = Ker(p) aus Summen von
homogenen Elementen eines Grades = 2 besteht. Sie gestatten es somit M und A mit
Teilmengen von S(M) zu identifizieren.

2.9 Die Universalitatseigenschaft der symmetrischen Algebra

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul, B eine kommutative A-Algebra
und

f:tM—B
eine A-lineare Abbildung. Dann gibt es genau eine Fortsetzung
f:s(M) - B
von f zu einen Homomorphismus von A-Algebren, d.h. es gibt genau einen A-Algebra-

Homomorphismus von T S(M) — B, dessen Zusammensetzung mit der der natuirlichen
Einbettung

— i

p:M — T(M) i) TM)T' (M) = S(M)
gleich f ist.
Beweis. Existenz von T.Auf Grund der Universalititseigenschatt der Tensor-Algebra
gibt es genau eine Fortsetzung

f: TM) - B

von f zu einen Homomorphismus von A-Algebren, d.h. die Zusammensetzung von {’
mit der naturlichen Abbildung

LM —TM)
ist gleich
froi =1
Fur beliebige Vektoren x’,x”EM und beliebige Tensoren t’,t"ET(M) gilt
f’ (t’(x’@x” _ X”®X,)t”) - f’ (t’)(f’ (X’)f’ (X?’) _ f’ (X”)f’ (X’))f’ (t”) - 0’
da S kommutativ ist. Mit anderen Worten, ein Erzeugendensystem des definierenden
Ideals I’(M) liegt im Kern von f°, d.h.

I'M) € Ker(f”).
Auf Grund des Homomorphie-Satzes faktorisiert sich f* auf genau eine Weise uber die

natuirliche Abbildung p: T(M) — S(M) = T(M)/I’(M) auf den Faktorraum,
p T
f: TM) — S(M) — B,
d.h. es gibt genau einen A-Algebra-Homomorphismus fmitf= TOp, d.h. mit

ft+T (V) =T(pm) = (.
Insbesonder gilt

Tlp(x) = T(p(i(x))) = £((x)) = f(x)
fur jedes x € M, d.h. T setzt die Abbildung f fort.

Eindeutigkeit von T



Angenommen, es existiert ein weiterer A-Algebra-Homomorphismus T*:S(M)—B mit

fop=t.
Dann gilt
f=Tep="Topeoi
Dann sind ?’Op: T(M) — B und ?Op: T(M) — B Fortsetzungen von M — B zu
A-Algebra-Homomorphismen auf T(M). Auf Grund der Universalitateignschaft von
T(M) muf3 ?’Op = ?Op gelten. Weil p surjektiv ist, folgt =71 dh Tist eindeutig

bestimmt.
QED.

2.10 Eigenschaften der symmetrischen Algebra

(i) Seien A ein kommutativer Ring mit 1, B eine kommutative A-Algebra und M C

B ein A-Modul, welcher ein Erzeugendensystem von B als A-Algebra enthilt. Das
Bild der Fortsetzung der naturlichen Einbettung

LMSB
zu einem A-Algebra-Homomorphismus
T:S(M) — B
ist dann eine A-Teilalgebra, die ebenfalls dieses Erzeugendensystem enthilt. Diese

Teilalgebra ist deshalb gleich B, d.h. der A-Algebra-Homomorphismus T ist
surjektiv. Es folgt

B = S(V)/Ker(1).

Mit anderen Worten, jede kommutative A-Algebra ist ein Faktor einer
symmetrischen Algebra uiber A.
(i)  Ist (f,h): (A,M) — (B,N) ein Morphismus der Kategorie Mod so kann man die
die Zusammensetzung
h i
M NS S (N)
von h mit der naturlichen Einbettung von N in die symmetrische Algebra als
Homomorphismus von A-Moduln mit Werten in der A-Algebra SB(N) auffassen.

Auf Grund der Universalititseigenschaft der symmetrischen Algebren, gibt es
genau einen A-Algebra-Homomorphismus

S(h) := S(f,h): SA(M) — SB(N),

fur welchen das Diagramm

S(h)

SA(M) — SB(N)

i 3 ind
M N

kommutativ ist. Auf diese Weise wird der Ubergang zur symmetrischen Algebra
zu einem Funktor

S: Mod — (commutative Rings), (A,M) » S A(M), (f.h) » S(f,h),

der Kategorie Mod der Moduln mit Werten in der Kategorie der kommutativen
Ringe mit 1.



(iii)) Seien f: A — B ein Homomorphismus von Ringen mit 1 und M ein A-Modul.
Dann besteht ein naturlicher Isomorphismus

S\ M®,B— S, (M® , B).
Denn aus dem naturlichen Isomorphismus
T M®,B— T, (M®,B)

von 2.5 (v) erhilt man Anwenden des Funktors

S A(M)®TA(M)B =(T A(M)/I’(M))®TA(M)

einen Isomorphismus
S \M)® B — T,(M® , B)I'(M): T,(M® , B)
Die naturliche Abbildung M — M® AB induziert eine Abbildung

rMm) — I’(M@AB).
Deren Bild erzeugt ein Ideal von TB(M® AB), welches erzeugt wird von den

Elementen der Gestalt
EX®DHR®(YR1) - (y®1)®®1) mit x, y € M.

Durch Multiplikation mit (1®c)*(1®d) mit ¢, d € B erhalten wir Elemente der
Gestalt

(xX®c)®(y®d) - (y®D)®(x®c) mit x,y EM, c,d EB
welche auch in diesem Ideal liegen. Die Elemente dieser Gestalt erzeugen aber das
Ideal I’(M®AB). Damit gilt I’(M). TB(M®AB) = I’(M®AB), also

SA(M)®AB — TB(M®AB)/ I’(M®AB) = SB(M®AB)

Bemerkung
Nachfolgend wollen wir die Beschreibung von A-Algebren als Faktoren einer Tensor-
Algebra an einigen Beispielen illustrieren. Dazu benotigen wir den Begriff des Ideals.

2.11 Vergleich mit den Polynom-Algebren

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein endlich erzeugter freier A-Modul mit

dem A-linear unabhéngigen Erzeugendensystem m M € M und

=
S = A[Xl’""xn]

die A-Algebra der Polynome in x X mit Koeffizienten aus A. Dann gibt es genau

1
einen A-Algebra-Homomorphismus
A[xl,...,xn] — S(V) mit X, b V..

Dieser Homomorphismus ist sogar ein Isomorphismus.

Beweis. Betrachten wir die A-lineare Abbildung

JM = A[X ,...x ],c.m +..4c.m b C X +..+C X
1 n’ 11 I'n 11 I'n
1. Schritt. Die Polynom-Algebra besitzt die Universalitatseingenschaft der

Symmetrischen Algebra.



Seien S eine kommutative A-Algebra und

f:tM—S
eine A-lineare Abbildung. Wir haben zu zeigen, es gibt genau einen Homomorphismus
von A-Algebren

f:K[xl,...,Xn] — S
mit fo j =f.

Existenz von T. Fur jedes Polynom pE A[x ,...,xn] setzen wir

1
(o) = p(f(v))...o.f(V ).

d.h. wir ordnen jedem Polynom p den Wert an der Stelle (f(Vl),...,f(Vn)) zu. Auf diese

Weise ist ein Homomorphismus von A-Algebren definiert,

f:A[x .,xn] —= S

=
Nach Konstruktion gilt

fo J(C1V1+...+clvn) = f(clx 1 +"'+C1Xn) (nach Definition von j)
=< f(v 1 )+...+¢C 1 f(Vn) (nach Definition von ?)
= f(c V1 +...+¢C | Vn) (weil f linear ist)

d.h. es gilt To j=1.
Eindeutigkeit von f. Falls T existiert, so gilt fur jedes Polynom p

f(p) = ?(p(x1 X ) = p(?(xl),...,?(xn)) (T ist Algebra-Homomorphismus)
= p(?(j(vl)),...,?(j(vn))) (nach Definition von j)
= p((f(vl),...,f(vn)) (wegen ?Oj =1).

Die Abbildung T ist somit durch f eindeutig festgelegt.
2. Schritt: Vergleich von S(M) und A[Xl""’xn]'

Betrachten wir die folgenden beiden kommutativen Diagramme.

1
M — S(M) M —J> AlX X ]
Loy
A[Xl""’xn] SM)

Dabei seien j die oben definierte A-lineare Abbildung und i: M & S(M) die naturliche

~Y

Einbettung. Die A-Algebra-Homomorphismen T und J existieren auf Grund der
Universalitatseigenschaften von j bzw. i und sind durch die Kommutativitit der beiden
Diagramme eindeutig festgelegt. Durch Zusammensetzen der beiden Diagramme
erhalten wir die beiden folgenden kommutativen Diagramme.

1 J
M — SM) M — A[xl,...,x]

n
i\ vy Ml /T

S(M) A[Xl,...,xn]



Diese Diagramme bleiben kommutativ, wenn man TOT und TOT durch identische
Abbildungen ersetzt. Auf  Grund der Eindeutigkeitsaussagen der
Universalititseigenschaften von i und j folgt

To7 =1dund 77 =1d.
Die A-Algebra-Homomorphismen T und T sind also zueinander inverse

Isomorphismen.
AuBlerdem gilt fur jedes o
1(x )_ 1(](V ) =1i(v )—Va.

QED.
Bemerkungen
(i) Das Bild

S(M) (

der ¢-ten Tensorpotenz M®€ =T(M) ¢ bei der natuirlichen Abbildung

p: TM) — S(M), V1®...®Vi BV ey

heiBt {-te symmetrische Potenz von M. Beim gerade konstruierten Isomorphismus
SOM) —> ALX o0 X ]
entspricht diese ¢-te symmetrische Potenz den homogenen Polynomen

D <. xle A[x ]
lil=C '

des Grades ¢ des Polynomrings. Insbesondere hat dieser freie A-Modul den Rang

rank , S(M), = (ZJ’H ! )

(i1) Da die M®g den Vektorraum T(M) erzeugen, erzeugen die S(M) ¢ den Faktorraum
S(M),

oe]
SM)=Y S(M)Z'
¢=0
Da sich jedes Polynom auf genau eine Weise als Summe homogener Polynome
schreiben 1af3t, ist diese Summe sogar direkt.
M) = M
S(M) = @,° | SV,

(iii) Die symmetrischen Potenzen lassen sich in @hnlicher Weise durch eine
Universalititseigenschaft charakterisieren, wie die Tensorpotenzen. Fur jeden A-
Modul N bezeichne

S(M, N) (
den A-Modul der ¢-linearen symmetrischen Abbildungen Mx...xM —s N. Weiter

sei o ; die naturliche Abbildung

oy Mx.. . xM p—é> M®Z — S(M)g, (Vl,..., Vg) BV sV,



(welche symmetrisch ist, denn S(M) ist kommutativ).Dann ist die lineare
Abbldung

Hom , (SM),.N) — S(M.N),,, e g‘)oe,

ein [somorphismus fur jedes N. Diese Aussage ist auch fur nicht notwendig freie
A-Moduln richtig. Sind M und N frei und vom endlichen Rang, so gilt

e rank A N.

rank , S(M, N), =rank , S(M), rank ,N = (Z“"l )

Beweis Zu (i). Wir beweisen die Dimensionsformel durch Induktion nach dem Rang
von M, d.h. nach der Anzahl n der Unbestimmen X prees X -

Im Fall n = 1 ist der A-Modul der homogenen Polynome des Grades ¢ von A[Xl]
eindimensional fur jedes ¢,

: ¢+0\ _ (l+n-1

dlmS(M)é—1—< ) )_( - )

Sei jetzt n > 1. Jedes homonene Polynom p(xl,..., xn) des Grades ¢ 1aBt sich in der

folgenden Gestalt schreiben:

[4 -1

p(xl,..., xn) = pO(Xl’”" Xn-l)xn + pl(xl,..., Xn-l)xn +...+pn(x1,..., Xn-l)
mit eindeutig bestimmten homogenen Polynomen pi(x 1 Xn-l) des Grades i in den

Unbestimmten x 1 Xpr Nach Induktionsvoraussetzung hat der A-Modul der
Polynome der Gestalt pi(xl,..., Xn_l) den Rang

i+n-2

(n2)

Fur den gesuchten Rang erhalten wir damit

s = (03] (112 (22 L 0y

Mit Hilfe der Standard-Eigenschaften des Pascalschen Dreiecks sehen wir, es gilt
{+n-1 )

n-1

rank S(M) ¢ = (

Zu (i1). Es ist nichts zu zeigen.
Zu (iii). Wir haben die Bijektivitat der Abbildung

Hom,, (S(M), . N) — S(M. N) .., T E°0€,



zu beweisen. Sei f € S(M, N)Z’ d.h. sei

ftMx...xM—N
eine {-lineare symmetrische Abbildung. Als ¢-lineare Abbildung faktorisiert sich f
eindeutig Uber die natiirliche Abbildung p x Mx.. XM — M®Z,

P T
£ Mxxv L6 @l L N,

d.h. es gibt genau eine lineare Abbildung T mitf= ?Op ¢ d.h. mit

’F(v1®...®v€) = ?(pe(vl,...,vg)) = f(Vl""’VZ)'

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, dafl sich T eindeutig uber die
naturliche Surjektion M®Z — SM) ¢ faktorisiert. Wegen der Surjektivitat dieser

Surjektion ist die Faktorisierung, falls sie existiert, eindeutig. Es reicht also, die
Existenz zu beweisen. Nach dem Homomorphie-Satz reicht es zu zeigen,

T KerM®€ — sV ) =0.
Der Kern der naturlichen Abbildungt TMM) — S(M) ist gerade das Ideal I'(M). Der
Kern der naturlichen Surjektion
M, s /

besteht somit gerade aus den homogenen Elementen des Grades ¢ von I'(M), d.h.
dieser Kern wird als A-Modul gerade von den Elementen der folgenden Gestalt erzeugt.

a®(VROW - wRV)®B
mit v, w € M,
a=v,®..®v ,v.EM
1 a1

B = W1®...®Wb, W, eEM

und a + 2 + b = €. Wir reicht zu zeigen, alle Elemente dieser Gestalt werden durch T in
die Null abgebildet. Es gilt

To®(vOW - weV)®B) = T (0®VRWEB) - T (0®WRVEP)
= f(Vl,...,Va,V,W,Wl,...,Wb) - f(Vl""’Va’w’v’wl""’wb)
=0
Das erste Gleichheitszeichen gilt dabei, weil T linear ist, das zweite auf Grund der

Definition von . Das dritte Gleichheitszeichen schlieBlich gilt, weil f symmetrisch ist.
QED.

2.12 Die auBere Algebra

Seien A ein kommutativer Ring mit 1, M ein A-Modul und
I"M) € T(M)
das von den Elementen der Gestalt

X®x mit XxEM
erzeugte Ideal. dann heif3t



AM) =A A(M) =TM)/T’(M)
auBere Algebra von M uiber A. Die Zusammensetzung

M — TM) =25 A
der naturlichen Einbettung (im Grad 1) mit der naturliche Abbildung auf den Faktorring

heiflt wieder natiirliche Einbettung (im Grad 1). Analog definiert man die natlirliche
Einbettung

A — TM) 25 AM)
im Grad 0.
Bemerkungen

(1)  Die naturlichen Einbettungen sind injektiv, weil I”(V) = Ker(p) aus Summen von
homogenen Elementen eines Grades = 2 besteht. Sie gestatten es somit M und A
mit Teilmengen von /A(M) zu identifizieren.

(i) Das Bild von Vi ®...®Vr € T(V) bei der natirlichen Abbildung

Tv) 25 AV, V@8V b v,

auf den Faktorraum wird mit Vl/\"'/\vr bezeichnet. Die duere Algebra besteht

ANV
r

also aus endlichen Summen von Elementen der Gestalt Vl/\'"/\vr'

2.13 Die Universalitatseigenschaft der auBeren Algebra

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein A-Modul, B eine A-Algebra und
ftM—B
eine A-lineare Abbildung mit
f(v)f(v) =0 furalleveE V.
Dann gibt es genau eine Fortsetzung
f: AMM) - B
von f zu einen Homomorphismus von A-Algebren, d.h. es gibt genau einen

Homomorphismus von A-Algebren f: A(B) — B, dessen Zusammensetzung mit der
der naturlichen Einbettung

- i

1M — T(M) ﬂ) TM)T’ (M) = AM)
gleich f ist.
Beweis. Existenz von f.Auf Grund der Universalititseigenschatt der Tensor-Algebra
gibt es genau eine Fortsetzung

f: TM) —= S
zu einen Homomorphismus von A-Algebren. Fur beliebige Vektoren x&€M und
beliebige Tensoren t’,t"ET(M) gilt
£ x®x)t”) = () ) () () =0,

Mit anderen Worten, ein Erzeugendensystem des definierenden Ideals I”’(M) liegt im
Kern von {;

I"(M) C Ker(f).
Auf Grund des Homomorphie-Satzes faktorisiert sich f* eindeutig uiber die natirliche
Surjektion auf den Faktorraum modulo dem Ideal I’(V), d.h. iber

P:T(M) — AM) = TMM)/T"(M),



~y

f
£: T(V) i> A(V) — S,
d.h. es gibt genau einen A-Algebra-Homomorphismus Tfmitf’ = ?Op, d.h. mit
f(xl/\.../\xi) = f(p(x1®...®xi)) =f (X1®...®Xi) = f(xl)-...of(xi)

Speziell fur 1 = 1 sehen wir, daf3 T die Abbildung f fortsetzt.

Eindeutigkeit von .

Sei T: A(V) i) S ein weiterer A-Algebra-Homomorphismus mit T’ i = f. Dann gilt
Fropoi=Toi=f=T"°T =Topoi,
d.h. f’Op und TOp sind zwei Fortsetzung von f auf T(M). Auf Grund der
Universalitatseigenschaft von T(M) folgt ?’Op = ?Op. Weil p surjektiv ist, muf3
fr=f1

gelten.
QED.

2.14 Vergleich mit den GraBmann-Algebren

Seien A ein kommutativer Ring mit 1 und M ein freier A-Modul mit dem uiber A linear
unabhéngigen Erzeugendensystem m M € M. Fur festes kEN und jede echt

1
aufsteigende Folge . ‘ .
i <12<...<1k
von naturlichen Zahlen aus {1,...,n} fuhren wir ein Symbol
(D) e /\ei /\.../\ei
1 2 k

ein. Bezeichne

AKAT = @ Ae. Ae. AN,
1R 'k
den von der Menge dieser Symbole frei erzeugten A-Modul. Fur k = 1 erhalten wir den
freien A-Modul vom Rang n,

ALAD = Ae +..+Ae = Al

Fur k = n erhalten wir den freien A-Modul vom Rang 1,
A"ADN = A-el/\..../\en

und fur k > n ist /\kAn =0. Fur k =0 wollen wir
AOAD — A
setzen.. SchlieBlich sei

) A<e e > = ®F AKAT = AOANpALlADG  @ADAD

die direkte Summe aller /\kAn Wir wollen jetzt auf dem Vektorraum (2) eine
Multiplikation einfuhren. Dazu ist es niutzlich, die Symbole (1) auch zu definieren,

wenn die indizes i\/ keine echt aufsteigende Folge bilden. Fur jede Permutation nESk

setzen wir



e /\ei /\.../\ei = sign(n)-ei /\ei /\.../\ei
a(l) w2) (k) 1 2 k
Weiter vereinbaren wir, dal3 ein Symbol der Gestalt (1) mit mehrfach auftretenden
Indizes den Nullvektor bezeichnen soll. Mit diesen Vorbereitungen konnen wir eine
Multiplikation in

einfuhren, inden wir setzen

(> a. .e A.ANe )»( Y a’. .e A.ANe.)
S R 'k iy g Jpde I

= D a’i ia”j jei /\.../\ei /\ej /\.../\ej
ey dydg 1"k “17%k 1 k 1 14

Dann gibt es genau einen A-Algebra-Homomorphismus
A<e.,..e >—= /A(V)mite. » m. .
1 n 1 1
Dieser Homomorphismus ist sogar ein [somorphismus.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung
n n

1,...,en>, D CO(VOL D) Coceoc
o=1 o=1

M — A<e

1. Schritt. A<el,...,en> hat zusammen mit j der Universalitatseigenschaft der duBeren

Algebra.
Seien B eine A-Algebra und

f:tM—B
eine A-lineare Abbildung mit
f(x)-f(x) = 0 fur jedes xEM.
Wir haben zu zeigen, es gibt genau einen A-Algebra-Homomorphismus

T: A<e ;.6 >— B
1 n

mit Toj = f, d.h. mit
fe ) =TG(v ) =fv ).

Eindeutigkeit von T.
Jedes Element von A< e ,...,en> hat die Gestalt

1
< k
x=3 > oar . oe Ae. AlAe.
. i i i i
k=0 i,<.<i, 177k 1 2 k
1 k
Falls T existiert, so gilt
n
fx)= 3 » alf . T, )Te, )eTle, ) (TistK-Algebra-Homomorphismus)
k=0 il<...<ik 177k 1 2 k
n K o
= > D a; . f(ei )e f(ei )-...-f(ei ) (wegen fei =f).
k=0 il<...<ik "™k 1 2 k

Damit ist die Eindeutigkeit von  bewiesen.



Existenz von f. Wir setzen

n
fo=73 3 a . fle )fe, )ofle; )
k=0 i,<..<i, 177k 1 2 k
1 k
fur
. k
x= 3 D a; .o /\ei /\.../\ei .
k=0 il<...<ik 1"k 1 2 k
Diese Definition ist korrekt, weil die Vektoren
e. \e. A...N\e. .
) '
mit i1 < .. < ik ein A-linear unabhingiges Erzeugendensystem von A<e1,...,en>
bilden, d.h. weil die Koeffizienten a? ; durch x eindeutig bestimmt sind. Nach
10k

Definition gilt dann insbesondere
fiov ) =Te ) =fe, ),

d.h. es ist Toj = f. Nach Konstruktion ist T A-linear. Wir haben noch zu zeigen,
fee”) = T(t)- T(t”) fur ¢’ ,c’EK< e

Das sieht man durch direktes Nachrechnen.
QED.

Bemerkungen

(i) DasBild

s >
1 n

AM),

der ¢-ten Tensorpotenz M®Z =TM) ¢ bei der natuirlichen Abbildung

p: TM) — AM), X1®...®Xi P X /\.../\Xi

1
heiBt {-te AuBere Potenz von M. Beim gerade konstruierten Isomorphismus

AM) —s A<e e >

=
entspricht diese ¢-te auBere Potenz gerade den A-Linearkombinationen von ¢-
fachen auBeren Produkten der Vektoren ei. Insbesondere hat dieser freie A-Modul

den Rang
dim A(M) = (2)

(i) Dadie M®Z den A-Modul T(M) erzeugen, erzeugen die /\(M) ¢ den Faktormodul
AN(M),

AM) = 3 AM),.
¢=0

Da sich jedes Element der GraBmann-Algebra auf genau eine Weise als Summe
homogener Elemente schreiben 1aft, ist diese Summe sogar direkt.

AM) = @Z o AV,



(i) Die auBeren Potenzen lassen sich in dhnlicher Weise durch eine
Universalitatseigenschaft charakterisieren, wie die Tensorpotenzen und die
symmetrischen Potenzen. Fur jeden A-Modul U bezeichne

AM,N),

den A-Modul der ¢-linearen schiefsymmetrischen Abbildungen Mx...xM —» M.
Weiter sei d ¢ die naturliche Abbildung

6[ Mx...xM p—é) M®Z — /\(M)Z’ (Xl,..., Xé) (RN XIA"'/\Xé’

(welche schiefsymmetrisch ist, denn in /A\(V) antikommutieren die homogenen
Elemente des Grades 1). Dann ist die lineare Abbldung

Hom , (A(M), . N) — AM. N), . T ged r

ein Isomorphismus fur jeden A-Modul N.
Dies gilt auch fur nicht-notwendig freie oder endlich erzeugte A-Moduln M. Sind
M und N freie endlich erzeugte A-Moduln gilt

n .
rankA AWM, N)Z = rankA /\(M)g-rankA N= (Z)-rankA N mitn = rankA M.
(iv) Der Ubergang zu den dufleren Potenzen ist funktoriell. Insbesondere ist fur jeden
linearen Endomorphismus

ffM—M

eines freien Moduls M vom Rang n die induzierte Abbildung auf der hochsten
aulleren Potenz

/\(f)n: /\(M)n — /\(M)n, X B det(f)ex
gerade die Multiplikation mit der Determanten von f.

Beweis. Die Beweise sind analog zu den Beweisen der entsprechenden Aussagen zur
symmetrischen Algebra. Die letzte Aussage ergibt sich durch Wahl einer Basis von M

und der zugehorigen Basis des freien Moduls vom Rang /A(M) ¢ Zusammen mit der

Leibnitzschen Determinanten-Formel. Fur
M=Am +...+Amrl

1
und
n
f(mi) = jgl ajimj
erhalten wir
AM) =Am_/\../Am
n 1 n

und
f(ml/\.../\mn): f(ml)/\.../\f(mn)

n n
=( > a, M, j)/\.../\( D a, Mg )
o, =1 1 1 o=1 1 n

n

n

Ya o e.ca em  A../Am
a,l an o a

-1 1 n 1 n

=]



Summanden, in denen rechts einer der Basis-Vektoren doppelt vorkommt sind dabei
gleich Null. Statt unabhéngig voneinander uiber alle Q. zu summieren reicht es uiber alle

Permutationen (ocl, s an) von (1, ..., n) zu summieren:
f(ml/\.../\mn) = 3y ao(l)l."'.ao(n)n.mo(l)/\"'/\mo(n)
OESH

= > sign((j)ao(l)1~...'ao(n)n-ml/\.../\mn

oES
n

=det (a..)em_/\.../Am_.
1 n
QED.

2.15 Die Clifford-Algebra

Seien V ein K-Vektorraum mit symmetrischer bilinearer Abbildung b: V xV — K und
J(V) € T(V)

das von den Elementen der Gestalt

v&vV - b(v,v) mit v&V
erzeugte Ideal. dann heif3t
C(V)= CK(V) =T(V)/I(V)

Clifford-Algebra von b iiber K. Die Zusammensetzung

i
v 1v) B oy
der naturlichen Einbettung (im Grad 1) mit der naturliche Abbildung auf den Faktorring
heif3t wieder naturliche Einbettung (im Grad 1). Analog definiert man die naturliche
Einbettung

K — T(V) -2 cov

im Grad 0.

Bemerkungen

(i) Ist b identisch Null, so fallt die Clifford-Algebra mit der duBeren Algebra zu
sammen, die Clifford-Algebra verallgemeinert also den Begriff der auBeren
Algebra.

(i) Die Injektiviat der naturlichen Einbettungen ist im Fall der Clifford-Algebra
weniger offensichtlich als im Fall der symmetrischen oder auleren Algebren. Sie
ergibt als Nebeneffekt einer genaueren Analyse der Struktur der Clifford-Algebra,
die wir hier nur skitzieren wollen.

(ii1)) Schreibt man

TV)=T(V) @ T’(V)
mit
T(V)=@X, T(V), undT'(V)=@X  T(V
V) =@2, T(V), und T'(V)=®2) T(V),

so erhalt man eine zweite Beschreibung der Tensoralgebra als graduierter Ring,
wobei homogene Elemente nur den Grad O oder 1 haben koénnen. Dabei muf3 man
den Grad als Restklasse modulo 2 betrachten,

deg x € Z/27 = ZZ = Fz fur x homogen

damit fir homogene Elemente x und y weiterhin gilt

deg (xy) =deg x + deg y.



Beziglich dieser neuen Graduierung wird das definierende Ideal J(V) der
Clifford-Algebra von homogenen Elementen (des Grades 0) erzeugt. Das hat zur
Folge, daf} auch die Clifford-Algebra eine Graduierung

CA)=C(A) @ C’(A).
besitzt. Um diese neue Graduierung von der bisher betrachteten zu unterscheiden,
nenne wir die letztere eine Zz-Graduierung, die erstere eine Z-Graduierung.

(iv) Sind x, y € V zwei Elemente mit x L y bezuglich b =<, >, so gilt in C(V):

Xey +y*X = (X+y)*(X+y) - X*X - y°y
= <X+Y, X + y> - <X, X> - <y, y>
=<X,y>+<y,X>
=0+0
=0.
Elemente aus V, die aufeinander senkrecht stehen anit-kommutieren also in C(V),
xey  =-yexin C(V) fur Elemente x,y €E Vmitx 1ly.
Da jedes Element von C(V) eine Summe von Produkten von Elementen aus V ist,
ergibt sich daraus fur homogene Elemente

xey = (-1degxedegy .y fur homogene Elemente x, yEC(V).

2.16 Das Tensorprodukt graduierter Algebren
Seien K ein Korper und S, S’ zwei K-Algbren. Dann besitzt

S®KS’ (1)
die Strutur einer K-Algebra mit
(s®s’)e(t®t’) = (st)®(s’t’) furs,t, ESunds’,t’ € S’.

Sind S und S’ graduierte K-Algebren, d.h. zerfallen sie als K-Vektorraume in direkte
Summen

_a® N >
S—@dzosdunds —®d=08 d
mit
Sa'sb < S‘a+b bzw. S a.S b cs a+b

fur alle a und b, so kann man die Multiplikation auf (1) auch so wahlen, daf} gilt

(s®s’)+(t®’) = (-l)ab(st)®(s’t’) fur s&€ S, s’ESa, t ES’b st eS’.
Das Tensorprodukt (1) mit dieser abgeandertern Multiplikation heifit auch graduiertes
Tensorprodukt der graduierten K-Algebren S und S’ und wird mit

S®S’
bezeichnet.
Beweis. Die Abbildung
@:SxS’xSxS’ —» S®KS’, (s,8",617) b (sHHX(s’L),
ist linear in s, t, s” und t’. Sie faktorisiert sich deshalb tiber die natuirliche Abbildung13
p: SXS’XSXS — S®KS’®KS®KS, (5,8, t, 1) b s®S’X®t®T’,

" Wir haben das eigentlsich nur fur den Fall S = S’ gezeigt. Mit Hilfe der vierten Tensorpotenz von
S@S’ und deren Universalitatseigenschaft erhalt man diese Ausage durch einschranken auf den direken

®4
S den S S’ S S S®S’ .
ummannden ®K ®K ®K von (S®S’)



ins Tensorprodukt:

. ) p B f(\é )
@: SXS'XSxS — S®KS ®KS®KS —> S®KS
mit einer eindeutig bestimmten linearen Abbildung ’cf; mit ¢ = $°p, d.h. mit
$(s®s’®t®t’) = @(s,8°,5,t7) = (st)@(s’t’).
Durch Zusammensetzen von EJJ mit der natiirlichen Abbildung
p’: S®KS X S®KS — S®KS ®KS®KS , (X, y) b x®y,
erhalten wir eines Abbildung
P =@op’: S®KS X S®KS — S®KS
mit
PP, BF) = P(p°(s®s’, tA)) = G(s®’ B’) = (s)®(s’t").
Wir haben gezeigt, die oben angegebene Formel fur die Multiplikation in S®KS’

beschreibt eine wohldefinierte Abibldung.
Durch direktes Nachrechnen sieht man, daf3 die so definierte Multiplikation die tiblichen

Eigenschaften hat und S®KS > mit der Struktur einer K-Algebra versieht.

Die modifizierte Formel fur die Multiplikation im Fall graduierter K-Algebren

S=@2

ergibt sich aus der eben konstruierten durch Zusammensetzen mit einem linearen
Endomorphismus von

s oo H
S®KS =® @ S ®S b

n=0 “a+b=n"a
der auf Sa®S’ in der Multiplikation mit (—l)ab besteht.

QED.

b

2.17 Die Universalitatseigenschaft der Clifford-Algebra
Seien V ein K-Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform

b: VxV —K.
Fur jede K-Algbra S und jede K-lineare Abbildung
f:V—S
mit
ﬂw2=uqus
gibt es genau einen K-Algebra-Homomorphismus
T:C(V)— S
mit
f="Toi,
wobei 1: V — C(V) die oben beschriebene naturliche Einbettung bezeichne.

Beweis. Auf Grund der Universalitatseigenschaft der Tensor-Algebra 146t sich f auf
genau eine Weise zu einem K-Algebra-Homomorphismus



: T(V) — S
fortsetzen. Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, das definierende Ideal J(V)
der Clifford-Algebra
C(V)=T(V)I(V)
liegt ganz im Kern von {7,

J(V) € Ker(f"), (1

denn dann faktorisiert sich f* eindeutig iiber die naturliche Abbildung T(V) — C(V).
Zum Beweis von (1) reicht es zu zeigen, ein Erzeugendensystem des Ideals J(V) liegt
ganz im Kern von f°, d.h. es reicht zu zeigen,
ff(v®v-b(v,v))=0
fur jedes v € V. Es gilt
F(v®v-bv,v)=f(v®vVv)-f(b(v,v))el)

=f'(v)ef’(v) - b(v,v)f(1)

= (V) - b(v.V)*1g

=0.
QED.

2.18 Die Clifford-Algebra einer orthogonalen direkten Summe
Seien V ein K-Vektorraum mit der Bilinearform
b:VxV —5K
und
V=V oV’
eine orthogonale direkte Zerlegung mit zweil K-linearen Unterraumen V’ und V™.
Dann ist die Clifford-Algebra von V,

C(V) = C(V)RC(V”),

isomorph zum graduierten Tensorprodukt der Clifford-Algebren von V' und V”
(bezuglich der Zz—Graduierung der Clifford-Algebra).

Beweis. d auf der rechten Seite besitzt
die Universalitatseigenschaft von C(V). Nach Bemerkung 2.15 (iv) und 2.16 stimmen
die Multiplikationen auf beiden Seiten uiberein.

QED.

2.19 Die Clifford-Algebra von <c € >

1
Seien V der K-Vektoraum mit symmetrischer Bilinearform

V = <C1""’Cn>

und bezeichne wie uiblich
€, ,..., € ev=xK?
1 n
die Standard-Basis. Dann gilt
n
C(<Cl""’cn>) = > . > ' Kei -ei ....c ei
k=0 1511<...<1ksn 1 2 k
wobei die Erzeuger



1, el, s en L, €. %€, * %€, ,..,E ..

11 12 1k 1 n
(mit i1 <..< ik ) linear unabhéngig sind. Weiter ist
2
ese.=-e.cc.unde. =c..
1] ] 1 1 1
Insbesondere ist V= K" = Ke1+...+KeIl ein linearer Unterraum der Clifford-Algebra,
und es gilt

dim C(<c,....c >) = 2n
Beweis. Nach 2.18 gilt

C(<Cl""’cn>) = C(<cl>)®...®C(<cn>),

und die Berechnung von C(V) ist damit auf den 1-dimensionalen Fall reduziert.
Im Fall V = <c> ist
T(V) =KIT]

der Polynomring uiber K in der Unbestimmten T = € und
IV)

ist das Ideal welches von den Elementen der Gestalt
VRV - b(v,v) = (\T)? - A2c = M3(T2 - ¢)
mit v = )\el erzeugt wird, d.h. J(V) besteht aus den Vielfachen des Polynoms T2 -C,

J(V) = (T2 - O)K[T].

Ist t die Restklasse von T, so gilt
C(<c>) =K + Ket + K-t2 + ...
und t2 =c, d.h.

C(<c>) =K + Kot mit t2 = ¢

Insbesondere ist
dimK C(<c>) =2.

Damit erhalten wir fur V = <cl,...,cn>:

. _ AN
dim C(<Cl,...,cn>) =2
und

n
C(<c st >) =Dy ®. . Ke. e. c.ce.
1 n 11<...<1k 11 12 1k

QED.
Beispiel.
Fur K=Rund V =<-1,-1> ist

CV)=R+ ]Rel + ]Re2 + Rele2



und

2
el =-1 ,
e% =-1,
Wegen €€ =-¢€.6, erhalten wir weiter

2 _ - =-
(elez) =€.6,8/6, = (elel)(ezez) =-1.
Als Clifford-Algebra von <-1, -1> erhalten wir gerade die Algbra der Hamiltonschen
Quaternionen.

3 Halbeinfache Ringe und Moduln
(frei nach dem 17. Kapitel von Lang [2])

3.1 Matrizen und lineare Abbildungen uber nicht-kommutativen
Ringen
In Kapitel XIIT haben wir ausschlieBlich Matrizen uber kommutativen Ringen

betrachtet. Fur unsere gegenwirtigen Ziele mussen wir eine allgemeinere Situation
untersuchen.

3.1.1 Matrizen uber einem Ring

Sei K ein Ring. Eine mxn-Matrix mit Eintragen aus K wird in derselben Weise definiert
wie im Fall kommutativer Ringe: es ist eine endliche Familie

M = (c..). .
(C1])1=1 ,-esm,j=1,...,n
von men Elementen aus K, die man sich in rechteckiger Gestalt zu m Zeilen mit je n
Elementen angeordnet denkt,

C ,C ~...C
ml m2 mn
Das Paar (m, n) heifit Typ der Matrix und wird mit
type M := (m,n)
bezeichnet. Die Zahlen m und n heiflen Zeilenzahl bzw. Spaltenzahl und werden mit

r(M) :=mund ¢c(M) :=n
bezeichnen.
Die Summe und das Produkt von Matrizen werden durch dieselben Formeln definiert:

(Cij) + (dij) = (c:ij + dij) falls typ (Cij) =typ (dij)

b
(Cij) (dij) =3 . daj ) falls C(Cij) = r(dij)'
a=1

Bemerkungen
(1) Nach wie vor gelten die Assoziativgesetze und Distributivgesetz (falls die Typen

der Matrizen so beschaffen sind, daB} sich die Operationen ausfuhren lassen):

(M’ +M”) +M”’ :M’ + (M’?+M”’)

(M’ ° M”) ° M”’: M? ° (M” ° M”’)

(M’+M77).M,9’ =M?. M”’+M7,. M”’



M’. (M” + M”,)= M,.M,, + M,.M9’7)
(ii) Die mxn-Matrizen mit Eintragen aus K

K™ = Mat  (K)
m,n

o

bilden sowohl einen linken als auch einen rechten K-Modul.
(iii) Die quadratischen Matrizen

Mat (K) := goxn
bilden einen Ring.
(iv) Es gibt einen Ring-Homomorphismus
K — Matn(K), cp cld

3.1.2 Schiefkorper

Ein Schiefkorper ist ein Ring mit 1 (= 0), in welchem jedes von Null verschiedene
Element ein Inverses besitzt.

Bemerkungen

(i) Jeder Modul M tiber einem Schiefkorper K besitzt eine Basis.

(i)) Die Machtigkeit von je zwei Basen ist gleich.

(iii) Die Machtigkeit einer Basis heiflt Dimension des Moduls und wird mit

dimK M

bezeichnet.
(iv) Moduln uiber K heilen auch Vektorraume.

(v) Eine K-lineare Abbildung ¢:V’—V” endlich-dimensionaler K-Vektorraumen
besitzt bezuiglich gegebener Basen

v = (v’l,...,v’n,) von V' und v’ = (v” ,V”n,,) von V”

1
eine Matrix
V’ _ n”X n,
M, () = (Cij) eK .
Die Eintrage C. der Matrix sind durch die Bedingungen

f(V’i) = Cliv”1+...+cn,,iv”n,, (i=1,...,n")

bestimmt.

3.1.3 Matrizen von linearen Abbildungen zwischen direkten Summen
Seien R ein Ring,
Mhiep wnd Ny
zwei endliche Familien von R-Moduln und
M := ®iEIMi und N := @J.EJ Nj
deren direkte Summen. Dann ist die Abbildung
®iEI,j c1 HomR(Mi , Nj) — HomR(M , N) (1)

[ M—ND) e ey i1 P Geri™Dier
R-linear und bijektiv. Die Umkehrung dieser Abbildung kann man wir folgt
beschreiben. Seien

> ((mi)

J'CJ.I N— Nj , (nOL)OLEJ [ nj,

die Projektion auf die j-te Koordinate und



4 My — M. x B {0, X} o

die naturliche Einbettung, welche Mi mit dem Teilmodul der direkten Summe

identifiziert, dessen Elemente nur an der i-ten Stelle von O verschiedene FEintrige
besitzen. Die Umkehrung von (1) hat dann die Gestalt

HomR(M ,N) — ®i HomR(Mi , Nj)’ ¢ M(p) = (J'chfoqi )

cLjel i€LiEd

Die Elemente von

HomR(M , N)
sind deshalb durch die zugehorige Matrix
f11 f12 f1S
f,, f,,... 1
_ _| 2122 2s Ce e
M@= =| T M T
frl fr2 frs

von R-linearen Abbildungen fij eindeutig bestimmt - und umgekeht definiert jede Matrix

von R-linearen Abbildung fji: Mi—>Nj ein Element von HomR(M , N).

Die Anwendung linearen Abbildung ¢: M — N entspricht dabei der Matrizen-
Multiplikation mit M(g).

£ of _.f
m, 1112715\
£ty by 1
fm)=f[ ... | = S :
m, SRR e

P W

Bemerkungen
(1) Fur jeden R-Modul M und jede naturliche Zahl hat man insbesondere einen
Isomorphismus von Ringen

EndR(M(n)) - Mat_(K),

Dabei sei
K:= EndRM
der Endomorphismen-Ring des R-Moduls m und
M

bezeichne die n-fache direkte Summe von M.
(ii)) Betrachten wir den Fall, daf3
R =D ein Schiefkorper
und
M=Dev,vEM - {0},
ein eindimensionaler D-Vektorrauam ist. Mit Hilfe des Basis-Vektors v, konnen
wir M mit dem D-Vektorraum D identifizieren,

D:M=D°V,X P XeV,
und K mit

K= EndD D.

Eine d-lineare Abbildung f: D — D ist durch ihren Wert an der Stelle 1 bestimmt:



f(x) = f(xe1) = xf(1),
d.h.
f= fa mit fa(x) =xeaund a :=f(1).
Wir erhalten so eine surjektive Abbildung
D—>K:EndDD,a|—> fa.

Wegen fa(l) = a ist sie auch injektiv. Aullerdem gilt

_ . . . . 14
fa+b = fa + fb (Distributivgesetz in D)
f1 =1d (wegen fl(x) =x1 =x)
— ° . . . 15
fab = fb fa (Assoziativgesetz in D)

Mit anderen Worten, dies ist ein Anti-Isomorphismus. Dies ist im wesentlichen
der einzige Unterschied zum kommutativen Fall (von Vektorraume uber
Korpern).

3.1.4 Einfache Moduln

Ein R-Modul M heifl3t einfach, wenn er = 0 ist und keine nicht-trivialen Teilmoduln
besitzt, d.h. 0 und M sind seine einzigen Teilmoduln.

3.1.5 Proposition 1: Lemma von Schur

Seien R ein Ring und f:M — N eine R-lineare Abbildung einfacher R-Moduln. Dann ist
f entweder die 0-Abbildung oder ein Isomorphismus. Der Ring EndR(M) ist ein

Schiefkorper.
Beweis. Sei f von Null verschieden. Dann ist Ker(f) ein echter Teilmodul von M also
gleich Null,

Ker(f) = 0.
AuBerdem ist Im(f) € N nicht der 0-Modul, also gleich N,
Im(f) = N.

Die Abbildung f ist somit bijektiv, also ein Isomorphismus.
Jedes von Null verschiedene Element des Rings EndR(M) ist damit umkehrbar, d.h. der

Endomorphismen-Ring ist ein Schiefkorper.
QED.

3.1.6 Proposition 2: der Endomorphismen-Ring einer direkten Summe
einfacher Moduln

Seien R ein Ring, M Mr paarweise nicht-isomorphe einfache R-Moduln und

0=

n n

M=Mi 1)®...®M( Y
r
Dann ist die Abbildung
%
Matn 1 (EndR(M 1 ))X... xMatnr(EndR(Mr)) — EndR(M)

(Al""’Ar) EY ((ml,...,mr) RS (Alml""’Armr))

ein Isomorphismus von Ringen.

Hf  X)=xe(atb)=xca+xb=f X)+f x) = + )(x)
a+b a b a b

S ()= f (xeb) = xe(bea) =
a a

fa-b(x) =Xeasb = fb(x-a) = fb(fa(x)) = (befa)(x)



In jeder solchen Zerlegung eines Moduls M in eine direkte Summe endlich vieler
einfacher R-Moduln sind die direkten Summanden Mi bis auf Isomorphie und deren

Vielfachheiten nieindeutig bestimmt.

Beweis. Die Abbildung ist offensichtlich additiv und multiplikativ'®, d.h. ein
Ringhomomorphismus (von Ringen mit 1). Er ist weiterhin offensichtlich injektiv.
Beweisen wir seine Surjektivitat.

Sei fEEndR(M). Als Abbildung mit Werten in M hat f die Gestalt

f= (fl""’fr)
mit R-linearen Abbildungen
n.)
f.M— M_( 1
1 1

Die Einschrankung von fi auf den j-ten direkten Summanden wird durch eine Matrix

beschrieben, deren Eintrage R-lineare Abbildung M.%Mi sind. Fur j = 1 kann es sich

nicht um Isomorphismen handeln, d.h. nach 3.1.5 handelt es sich um 0-Abbildungen.
Die Einschrankung von fi auf den j-ten direkten Summanden mit j = i ist demnach Null.

Es folgt
fi(ml""’mr) = (0""’0’Ai(mi)’0""’0) mit AiEMatni(EndR(Mi),
also

f(ml,...,mr) = (Alm "Armr)'

=
Die Eindeutigekeitsaussage ist eine Variante des Satzes von Jordan-Holder.
QED.

3.1.7 Vielfachheiten und Liangen
In der Situation von 3.1.6 heif3t die Zahl ni Vielfachheit, mit welcher Mi im Modul

1) M:Minl)@)...@M(nr)
T

vorkommt. Die Zahl
length(M) := n,

heiflit Lange des Moduls M. Identiéat (1) werden wir manchmal auch in der folgenden
Gestalt schreiben.

+...4+n
r

M=n M ®..&n M
1771 r r

3.2 Halbeinfache Moduln

3.2.1 Vereinbarung

Sei R ein Ring. Wenn nicht explizit anders erwéhnt nehmen wir in diesem Abschnitt an,
daf alle Moduln R-Moduln und alle Homomorphismen R-lineare Abbildungen sind.

3.2.2 Kriterium der Halbeinfachheit

Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sind folgenden Bedingungen aquivalent.
(SS1) M ist eine Summe von einfachen R-Moduln.
(SS2) M ist direkte Summe von einfachen R-Moduln.

' bezuglich von koordinatenweiser Addition und multiplikation im direkten Produkt auf der linken
Seite.



(SS3) Jeder Teilmodul N C M ist ein direkter Summand von M, d.h. es gibt einen

Teilmodul N’ mit M = N®EM’.

Bemerkungen

(i) Ein Modul M uber dem Ring R heift halbeinfach, wenn er den dquivalenten
Bedingungen (SS1) - (SS3) beniigt."’

(i) Jeder von O verschiedene Teilmodul eines halbeinfachen Moduls einthélt einen
einfachen Teilmodul.

Beweis. 1. Schritt. SeiM = Y Mi eine (nicht-notwendig direkte) Summe von
i€l
einfachen Teilmoduln. Dann existiert eine Teilmenge J C I derart,
daf

M=3SM. = ® M.
i i
= €]
gilt und die Summe direkt ist.

(Insbesondere besteht die Implikation (SS1) = (SS2)). Sei
S

die Menge aller Teilmengen J C 1, fur welche die Summe

SM.= @ M. (1)

jer e
direkt ist. Die Menge S ist nicht leer: alle einelementigen Teilmengen von I liegen in J.
Die Menge S ist halbgeordnet bezuglich der Inklusionsrelation. Fir jede linear
geordnete Teilmenge von S ist die Vereinigung der Elemente dieser Teilmenge ein
Element von S (weil nur endlich viele Koordinaten eines Elements einer direkten
Summe ungleich 0 sind). Damit besitzt jede linear geordnete Teilmenge von S eine
obere Schranke in S. Nach dem Zornschen Lemma gibt es in S ein maximales Element.
Sei

J

ein solches.Es reicht zu zeigen, jedes Mi liegt in der Summe (1) (sodal diese gleich M

ist). Im Fall i € J ist das trivialerweise der Fall, sei alsoi €1 - J.

Der Durchschnitt der Summe (1) mit Mi ist ein Teilmodul von Mi’ also gleich O der
gleich Mi'

Im ersten Fall bleibt die Summe (1) direkt, wenn man i zur Menge J hinzufugt, was im
Widerspruch zur Maximalitdt von J steht. Also tritt der erste Fall nicht ein. Im zweiten
Fall liegt aber Mi in der Summe (1).

2. Schritt. Es besteht die Implikation (SS2) = (SS3).

Sei N C M ein Teilmodul. Bedingung (SS3) ist trivialerweise fur N erfullt, wenn N =
M ist. Sei also

N (M ein echter Teilmodul.

Sei
S

'" Die Bezeichnungsweise (SSi), i=1,2,3 , kommt von semi-simple (Englisch fiir halbeinfach).



die Menge aller Teilmengen J C 1, fur welche die Summe

N+EMJ.=N®DEMJ. )
S jEl
direkt ist. Weil N ein echter Teilmodul von M ist, gibt es ein Mi welches nicht in N
liegt. Weil Mi einfach ist, gilt dann NﬂMi =0, d.h. die Summe N+Mi ist direkt und

MiES.

Die Menge S ist somit nicht leer. Dieselbe Argumentation wie im ersten Schritt zeigt,
daf} S ein maximales Element J enthalt und fur dieses maximale Element die Summe (2)
gleich M ist, d.h. es gilt (SS3).

3. Schritt. Es gelte (SS3). Dann enthilt jeder von 0 verschiedene Teilmodul N C M

einen einfachen Teilmodul (d.h. es gilt die Aussage von Bemerkung (ii)).
Sei N ein von 0 verschiedener Teilmodul von M. Wir wiéhlen ein von O verschiedenes
Element in N, sagen wir

0 neEN.
Wir betrachten die R-lineare Surjektion

R — Ren, r & ren. 3)
Ihr Kern ist ein Linksideal von ¢ C R, welches echt enthalten ist in R (weil die
Surjektion nicht identisch O ist),
¢ C R echtes Linksideal.
Nach dem Zornschen Lemma liegt  in einem maximalen Linksideal m von R,

¢ C m C R, m maximales Linksideal von R.
Die Surjektion (3) induziert eine R-lineare Abbildung

R/{ —s Ren, r mod € > ren.

Das Bild von m/¢ bei dieser Abbildung ist ein maximaler von Ren verschiedener
Teilmodul

men C Ren, men maximal unter den echten Teilmoduln von Ren.
Nach Voraussetzung (SS3) konnen wir M als direkte Summe

M=men+M =men ® M’
schreiben mit einem Teilmodul M” & M. Wegen men C Ren gilt
Ren =men + M’()Ren =men ® (M’( Ren).
Fur jeden von 0 verschiedenen echten Teilmodul M” C M’(Ren wire
men + M’( \Ren
ein echter Teilmodul von Ren, welcher men als echten Teilmodul enthalt. Das
widerspricht der Maximalitag von men in Ren. Also gibt es keinen solchen echten
Teilmodul M”, d.h. jeder echte Teilmodul von M’(\Ren ist gleich 0. Deshalb ist
M’(Ren
ein einfacher Teilmodul von Ren, also von N.

4. Schritt. Es besteht die Implikation (SS3) = (SS1).

Sei M0 die Summe aller einfachen Teilmoduln von M. Es reicht zu zeigen, M0 =M.

Angenommen, MO ist ein echter Teilmodul von M. Nach Voraussetzung (SS3) gibt es

dann einen von 0 verschiedenen Teilmodul N mit



M= MO@N, N #= 0.

Nach dem dritten Schritt gibt es einen einfachen Teilmodul in N. Nach Definition von
M0 mifite dieser aber in MO , was der Wahl von N widerspricht (die Summe M0+N
wire nicht direkt). Dieser Widerspruch zeigt, es mu M =M

QED.

0 gelten.

3.2.3 Proposition 3: Teilmoduln und Faktormoduln halbeinfacher
Moduln

Jeder Teilmodul und jeder Faktormodul eines halbeinfachen Moduls ist halbeinfach.

Beweis. Seien M ein halbeinfacher R-Modul und N C M ein Teilmodul. Weiter sei

No

die Summe aller einfachen Teilmoduln von N. Nach 3.2.2 (SS3) konnen wir M in der
Gestalt

M= NO@N’O (1)

schreiben mit einem Teilmodul N’ o Von M. Jedes Element x € N besitzt dann genau

eine Darstellung

X=X0+x0m1tXOENOundXOENO.

Nun ist aber X’O =X - XO €N, d.h.esist N=N

Zerlegung ist direkt (wegen (1)):
N = NO @ (NﬂN’O). (2)

ot NN’ 0 und diese Summen-

Wire der Durchschnitt N[N’ 0 ungleich 0, so wiirde er einen einfachen Teilmodul

enthalten (auf Grund der Aussagen des dritten Schritts im Beweis von 3.2.2). Dieser

einfache Teilmodul muiite aber in NO liegen (nach Definition von NO), was der direkten

Summenzerlegung (2) widerspricht. Dieser Widerspruch zeigt, es gilt N[N’ 0 also

N:NO.

Also ist N halbeinfach.
Wir haben noch die Halbeinfachheit von M/N zu beweisen. Dazu schreiben wir M in
der Gestalt

M=N®N’
mit einem Teilmodul N’ von M (vgl. 3.2.2 (SS3)). Wie wir gerade gesehen haben ist
jeder Teilmodul von M halbeinfach. Insbesondere ist N” halbeinfach. Die natuirliche
Projektion

M=N®N — N’
auf den zweiten direkten Summanden induziert einen Isomorphismus
M/N = N’.

Deshalb ist mit N’ auch M/N halbeinfach.
QED.

3.3 Dichtesatz

3.3.1 Lemma: Die Modul-Struktur uber End(M)
Seien R ein Ring, M ein R-Modul und



K := EndR(M)
Wir versehen M mit der K-Modul-Struktur

KxM — M, (¢, X) b @(X). (1)
Die Abbildung
R — EndK(M), aPB fa’ )
mit
fa(x) = ax

ist wohldefiniert und ein Homomorphismus von Ringen mit 1.
Ist der R-Modul M hableinfach, so gibt es fur jedes q)EEndK(M) und jedes XEM ein

0oER mit
900 =f_(x).

Beweis. 1. Schritt. M ist K-Modul mit der Multiplikation (1).
Als R-Modul ist M eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition. Fur (1) gelten die

Distributivgesetze: fur ¢,p’,¢ €K, x,y € M gilt
Pe(x+y) = Q(x+y)
=@(x) + p(y) (pEK ist R-linear)
= QX + @ey.
(@+¢7)x = (@+9")(X)
=@’ (X) + ¢7(x)
=@ X + @7eX.
Weiter gilt das Assoziativgesetz: fur ¢’, ¢” € K und x € M gilt
(@@7)x  =(@°@")(x)
=@’ (¢"(x))

= @’+(7x).
SchlieBlich operiert das Einselement von K wie die identische Abbildung (weil es die
identische Abbildung ist).
2. Schritt. (2) ist ein wohldefinierter injektiver Homomorphismus von Ringen mit 1.

Fura €R, x,y € M und €K gilt
fa(x+y) = as(x+y)
=a*X + asy
=f (0 +f ¥
und
£ (@) =1 (@)
= a*(x)
= p(a*x) (pEK ist R-linear)
= cp-fa(x).
Zusammen ergibt sich, fa ist eine K-lineare Abbildung fur jedes a € R. Die Abbildung

(2) ist damit wohldefiniert.
Bezeichnen wir die Abbildung (2) mit f,

f:R — EndK(M), ap f(a):= fa’



Fiara,b& R und x € M gilt

f(a+b)(x) = a+b(X)
= (a+b)ex
=a*x + bex
= fa(x) + fb(x)
= (fa + fb)(x)
= (f(a) + f(b))(x)
Weil x € M beliebig gewahlt wurde, folgt
f(a+b) = f(a) + f(b) fur a,b € R.
Weiter ist
f(ab)(x) = fa-b(x)
= (a*b)x
= as(b*x)
=f (f, (X))
= (£ ot x)
= (f(a)°f(b))(x),
also
f(ab) = f(a)of(b) fura, b ER
SchlieBlich ist
f(1)(x) =1,x)
= 1'X
=X
also
f(1) = Id.

Wir haben gezeigt, f ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1.
3. Schritt. Beweis des verbleibenden Teils der Behauptung.

Seienx EMund ¢ € EndK(M). Weil M halbeinfach ist, gibt es eine Zerlegung in eine

direkte Summe
M=Rex®N
mit einem Teilmodul N. Sei

M — Rex (C M)
die Projektion auf den ersten direkten Summanden. Als R-lineare Abbildung liegt m in
neEK= EndR(M).

Weil ¢ eine K-lineare Abbildung ist, gilt
ox) = d(r(x)) (7 ist die Projektion auf den direkten Summanden Rex)

= p(+x)
= mred(X) (f ist K-linear und w€K)
= 1u(¢(x))
€ Rex.

Also gibt es ein aER mit aex = ¢(x).

QED.

Bemerkung

Der Dichte-Satz verallgemeinert die Aussage des obigen Lemma auf den Fall von
endlich vielen vorgegebenen x.



3.3.2 Satz 1: Dichtesatz von Jacobson
Seien R ein Ring, M ein halbeinfacher R-Modul, K = EndR(M),

q)EEndK(M),
ein K-linearer Endomorphismus von M und
m1 ,...,mn EM

endlich viele Elemente. Dann gibt es ein a€R mit

q)(mi) = oem, furi=1,..,n.
Beweis. Wir betrachten die durch ¢ auf einer direkten Summe von n Exemplaren von
M induzierte Abbildung:

o™ M __p(), (X e X ) B (FOC )X ).

Wir setzen

K = EndR(M(n)) = Mat_(K).

Der Isomorphismus rechts ist der von Bemerkung 3.1.3 (i). Die Operation von K’ auf

X
1
M®™ wird dadurch zu einer Art Matrizen-Multiplikation: fur EEK’ und x = ... | € M®
*n
ist
n
( 2 E10(xoc \
a=1
Ell E12 Eln
X1 % E
E,18yy-- 8 X
EoX = M(E)'X = 21722 2n °l--- 1= a=1 20 a ) M(E) = (EIJ) € Knxn'
e e e e Xn
gnl sén2 ' sénn n
2 %naxoc

a=1 )

Nach Definition von (])(n) ist

n
(o03E x )

o=1

¢(E§

o=1

ZOLOL

oM (g =

q)(EEna OL)



o=1
n
€, ¢(x )
= OE ! 20?%a (¢ ist K-linear und Eij €K)
n
\ > Enaq)(xoc)
o=1 /
€., & €
11 12 In q)(xl)
€, &
— 21 °22 2n |.
e e q)(xn)
Enl En2 Enn
=M©®-Mx)
=g oM.

Wir haben gezeigt, q>(“) ist eine K’-lineare Abbildng, d.h. es gilt

o™ ek
Mit M ist auch M(™ ein halbeinfacher R-Modul. Nach Lemma 3.3.1 gibt es ein o €R
mit

m

1
¢(“)(m) =omfurm:=| ... |,
m
n
d.h.
¢(m,) orem
o(m_) 2oem
d.h.
q)(mi) = oc-mi furi=1,...,n
QED.

3.3.3 Folgerung 1: Satz von Burnside

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper, V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum und

RC Endk(V)
eine k-Teilalgebra. Falls V ein einfacher R-Modul ist, so gilt R = Endk(V).
Beweis. 1. Schritt. K:= EndR(V) =k.



Weil R eine k-Algebra ist, d.h. k = ke IR liegt im Zentrum von R, definiert die

Multiplikation mit Elementen aus k einen Homomorphismus von Ringen mit 1:
Zumindest haben wir einen Homomorphismus von Ringen mit,

k —>K=EndR(V),c (BN fC, (D)
mit
fc(V) =cevfurveyv,
denn fur c€k, r ER, vE V gilt
fC(I'°V) = Cerev
=recev (R isteine k-Algebra, d.h. k =ke1
= r-fC(V),

R liegt im Zentrum von R)

d.h. fc ist R-linear fur jedes ¢ € k. Wir konnen k mit seinem Bild in K identifizieren,

k C K.

Weil die Elemente von K lineare Abbildungen uiber R sind, kommutiert jedes Element
von k mit jedem Element von K.

Weil V als R-Modul einfach ist, ist
K= EndR(V) ein Schiefkorper

(nach dem Lemma von Schur 3.1.5). Sei jetzt
o€ K.
Dann ist k[a] nullteilerfreier kommutativer Ring mit 1 (weil K als Schiefkorper keine

Nullteiler besitzt und o mit sich selbst kommutiert). Weiter gilt

K= EndR(V) C Endk(V)
(wegen k C R ist jede R-lineare Abbildung auch k-linear). Deshalb ist K als k-linearer
Unterraum von Endk(V) von endlicher Dimension iiber k. Dasselbe gilt auch fur k[a],

d.h k[a] ist eine endliche Korpererweiterung. Weil k algebraisch abgeschlossen ist,

folgt k[a] =k, also a€k. Wir haben gezeigt K = k.
2. Schritt. Beweis der Behauptung: R = End.k(V).

Sei A E End.k(V). Wir haben zu zeigen A € R. Nach dem ersten Schritt gilt k =K, d.h.

es ist auch

A € End (V).

Sei



eine Basis von V uiber k. Nach dem Dichtesatz 3.3.2 gibt es ein a€ER C Endk(V) mit
A(Vi) = Qv furi=1,...,n.

Da die Operation der k-linearen Abbildungen A, o: V— V auf V durch deren Werte in
den Elementen einer Basis vollstandig festgelegt ist, gilt

A=a€&R.
QED.

3.3.4 Die Operation multiplikativer Monoide G C GL(V)

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper, V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum und

G C GL(V)
ein multiplikatives Teilmonoid'® der allgemeinen linearen Gruppe von V. Ein G-
invarianter Unterraum von V ist ein k-linearer Unterraum W C V mit

o(W) C W fur jedes 0€G.

Der Vektorraum V heifit G-einfach, wenn es auch 0 und V selbst keinen G-invarianten
Unterraum von V gibt.
Sei

R :=k[G]

die k-Teilalgebra von End.k(V), welche von G erzeugt wird.

Bemerkungen

(1) Weil G ein Monoid ist (d.h. g’,g” € G = g’+g”€Q), besteht k[G] gerade aus den
k-Linearkombinationen der Elemente von G,

k[G] = {01-01+ e+ Cr.Or [ ci € k, ’Oi e G, r=1,2.3,.}.

(i)  Ein k-linearer Unterraum von V ist genau dann G-invariant, wenn er k[G]-
invariant ist.
(iii) Der Vektorraum V ist genau dann G-einfach, wenn er als k[G]-Modul einfach ist.

3.3.5 Folgerung 2

Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper, V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum und

G C GL(V)
ein (multiplikatives) Teilmonoid. Ist V ein G-einfacher Vektorraum, so gilt
k[G] = Endk(V).

Beweis. Dies ist lediglich eine Umformulierte Variante des Satzes von Burnside (vgl.
3.3.3) unter Verwendung der in 3.3.4 eingefuhrten Terminologie.

QED.

'8 Ein Monoid ist eine Menge S zusammen mit einer assoziativen Abbildung S x S —» S, welche in S

ein 1-Element besitzt. Die Bedingung an G bedeutet also, die Muliplikation in GL(V) fuhrt nicht aus G
heraus und die identische Abbildung liegt in G.



3.3.6 Vorbemerkungen

1 Auch in den Fillen, in denen k nicht algebraisch abgeschlossen ist, kann man
gewissen Ergebnisse formulieren. Seien allgemein A ein Ring und M ein einfacher A-
Modul. Wie wir gesehen haben ist dann

End, (M)

ein Schiefkorper, den wir mit D bezeichnen werden, und M ein Vektorraum tiber D.
(i1) Seien R ein Ring und M ein beliebiger R-Modul. Wir sagen dann, M ist ein
treuer Modul, wenn der Annullator des Moduls trivial ist

Ann A M) = {acA | asM =0} ist gleich {0}.

(iii)  In den Anwendungen wird M ein Vektorraum uiber einem Korper k sein, und
wir werden von einem Ring-Homomorphismus
R— End.k(M)

Gebrauch machen. Durch diesen Ring-Homomorphismus wird M zu einem R-Modul,
der genau dann treu ist, wenn dieser Homomorphismus injektiv ist.

3.3.7 Folgerung 3: Satz von Wedderburn

Seien R ein Ring und M ein einfacher treuer R-Modul. Wir nehmen an, M ist endlich-
dimensional als Vektorraum uiber dem Schiefkorper (vgl. das Lemma von Schur 3.1.5)
D := EndR(M).

Dann giltR = EndD(M).

Beweis. Sei {Vl, s Vn} eine Vektorraum-Basis von M tiber D. Fur ein gegebenes
Element A € EndD(M) gibt es dann nach 3.3.2 (Satz 1) ein Element o€R mit

A(Vi) = oc-Vi fari=1,..,n.
Als D-lineare Endomorphismen von M, welche dieselben Werte in den Elementen einer
D-Vektorraum-Basis haben, sind A und o damit gleich.Die Abbildung'®

R — EndD(M), ap fa’ mit fa(x) = aex,

ist surjektiv. Sie ist injektiv, weil M ein treuer R-Modul ist.,
QED.

3.4 Halbeinfache Ringe

3.4.1 Definitionen
Ein Ring R heif3t halbeinfach, wenn R als linker Modul uiber sich selbst halbeinfach ist

und 1 # O ist.

Ein linkes Ideal von des Rings R heifit einfach, wenn es als linker R-Modul einfach ist.
Zwei linke Ideale von R hei3en isomorph, wenn sie als linke R-Moduln isomorph sind.
Sei R ein halbeinfacher Ring. Eine Familie

“Fura€R, ¢€D = EndR(M) und x € M ist
fa(q)-x) = a*P(x) = Pp(ax) (¢ ist R-linear)
= q)-fa(x).
Damit ist fa eine D-lineare Abbildung, d.h. die Abbildung a fa ist wohldefiniert. Es

ist ein Homomorphismus von Ringen mit 1: fur a, b € R und x € M gilt
fa(fb(x)) =asbex = fa-b(x)



{Zi}iEI

vonn linken Idealen von R heif3t Reprasentantensystem fur die Isomorphie-Klassen
einfacher linker Ideale von R, wenn folgende Bedingungen erfullt sind.

1. Jedes Zi ist als linker R-Modul einfach.

2. Keine zwei Zi sind als linke R-Moduln isomorph.

3. Jedes einfache linke Ideal von R ist als R-Modul isomorph zu einem éi.
Ein Ring R heif}t einfach, wenn er halbeinfach ist und je zwei einfache Linksideale von
R isomorph sind.

Bemerkung
Seien R ein halbeinfacher Ring und {éi}i oI eine Familie von einfachen Linksidealen mit

R=73¢. .
i€l
Dann ist jeder einfache R-Modul isomorph zu einem der éi. Ist R insbesondere einfach,

so gibt es bis auf Isomorphie nur einen einfachen R-Modul.

Beweis.Seien M ein einfacher R-Modul und x € M - {0}. Dann ist die R-lineare
Abbildung

P:R— M, 1 1r°x,
nicht identisch Null. Weil M einfach ist, ist ¢ surjektiv. Nicht jedes der einfachen
Linksideale Zi liegt im Kern von ¢. Sie éi eines dieser Ideale, die nicht im Kern von ¢

liegen. Dann ist die Einschrankung von ¢ auf Zi’
ol (" Zi —M
i

nicht identisch 0. Weil éi und M einfach sind, ist @ ein Isomorphismus. Deshalb gilt
M=/
QED.

3.4.2 Proposition 1: Moduln uber halbeinfachen Ringen

Sei R ein halbeinfacher Ring. Dann ist jeder R-Modul halbeinfach.

Beweis. Jeder R-Modul ist Faktor-Modul eines freien R-Moduls. Nach 3.2.3 reicht es
zu zeigen, daf3 freie R-Moduln halbeinfach sind. Nach 3.2.2 ist das aber der Fall.
QED.

3.4.3 Lemma: Produkte von einfachen Idealen und Moduln
Seien R ein halbeinfacher Ring, ¢ ein einfaches linkes Ideal von R und M ein einfacher
R-Modul. Dann gilt
¢-M=0,
falls £ und M als R-Moduln nicht isomorph sind.

Beweis. Das Produkt £+M ist ein Teilmodul von M, also gleich 0 oder gleich M.
Angenommen, es gilt

¢-M=M.
Dann gibt es ein Element m € M mit



{'m #= 0.
Weil £+m ein Teilmodul von M ist, gilt
{-m=M.
Die Abbildung
{ — M, X » X°m,

ist eine surjektive R-lineare Abbildung. Weil ¢ ein einfaches Ideal von R ist, muB sein
Kern trivial sein. Die Abbildung

¢ — M, X > xem,

ist somit ein Isomorphismus.
QED.

3.4.4 Satz 2: Die Struktur der halbeinfachen Ringe
Sei R ein halbeinfacher Ring. Ein Reprasentantensystem fur die Isomorphie-Klassen
einfacher linker Ideale fur den Ring R besteht aus nur endliche vielen Linksidealen,
sagen wir
. ..C
Furi=1,....,s sei
R=73¢
(=C.

die Summe aller zu Zi isomorphen Ideale. Dann ist Ri ein zweiseitiges Ideal von R und

gleichzeitig ein Ring, dessen Operationen gerade die Einschrankungen der
entsprechenden Operationen von R auf Ri sind. Der Ring R ist isomorph zum direkten

Produkt der Ri ,

s =
R.— R +..+ X .

il—_Il i ’ (Xl’ ’Xs) = X1 Xs

Jedes Ri ist ein einfacher Ring. Ist ei das FEinselement von Ri’ so ist das Einselement

20

von R gerade die Summe der €.

l=e +..+¢e,
S

1
und es gilt
R.=Ree. =e.°R
i i
und
e, furi=j
e.se. =
1] {0 sonst
Beweis. 1. Schritt. Darstellung von R als Summe der Ri'
Sei
{Zi}iEI

ein Reprasentantensystem fur die Isomorphie-Klassen einfacher linker Ideale fur den
halbeinfachen Ring R. Wie oben angegeben sei

% Die Abbildung ist ein Isomorphismus von Ringen mit 1, wobei die Operationen links
koordinatenweise definiert sind.



Ri = Y/
(=(.
1

fur jedes i € I die Summe aller zu éi isomorphen einfachen Ideale von R. Aus Lemma

3.4.3 folgt
Ri’Rj =0furi # j. (1)

Diese Tatsache werden wir im folgenden standig verwenden.
Als halbeinfacher Ring ist R die Summe seiner einfachern linken Ideale ist, d.h. es gilt

R=3% Ri ) (2)
i€l
dabei ist jedes Ri ein Linksideal von R.

2. Schritt. Jedes Ri ist ein zweiseitiges Ideal.

Als Summe von linken Idealen ist Ri ein Linksideal. Weiter gilt
Rj C RJ.-R (wegen 1 ER)
C Rj-Rj (nach Lemma 3.4.3)
CR. (weil Rj linkes Ideal ist)

Insbesondere ist R. auch ein rechtes Ideal.

3. Schritt. Die Index-Menge I ist endlich, sagen wir I = {1,...,s}. Die Zerlegung des
R-Moduls R in eine Summe der Ri’

S S
R= IR = ®R
iz =l
ist direkt. Fur jedes 1 ist Ri = R-ei

i b

Wegen (2) und 1 €R gilt

1= Ye. mite ER..
i i i
i€l
Diese Summe ist endlich, d.h. fast alle ei sind gleich Null. Wir konnen o.B.d.A.

annehmen,

el,..., eS sind ungleich 0, alle anderen ei sind O,

und

1= el+...+ e 3)

Sei x € R. Wir schreiben x in der Gestalt

x= Y x. mitx. ER..
i i i
i€l
Dann gilt

e.X =€.X.
J 1]

(wegen ejxi € Rj-Ri =0 nach (i)) und



Xj = loxj = eloxj+...+ esoxj =e.°X. =e.*X 4)
Insbesondere ist Xj durch x und ej eindeutigt bestimmt. Auf3erdem ist

X=1lex=¢€ X +..+ € X
1 S

=epoX  hte X (®))

=X, +...+ X .
1 S

Da dies fur jedes x € R gilt, folgt I = {1,...,s}, d.h. I ist endlich. Weil die Summanden
X, der Zerlegung eines beliebigen Elements x in eine Summe

X=X, +...+4 X mit x. € R.
1 S 1 1

eindeutig bestimmt sind, ist die Summe
S
S
= = @
R ElRi i:lRi
direkt. Wegen (1) gilt
R-ei = Ri-ei C Ri )
Die Inklusion rechts besteht dabei, weil Ri ein zweisetiges Ideal ist. Wegen (5) gilt

S S
R = ElR.ei - ElRi =R.
Es gilt also das Gleichheitszeichen. Weil die Zerlegung von R in eine Summe der Ri
direkt ist, folgt
R-ei = Ri fur jedes 1.

Dieselbe Rechnung mit vertauscher Reihenfolge der Faktoren zeigt
ei-R = Ri fur jedes i.

4. Schritt. R ist gerade das direkte Produkt der Ri' Jedes Ri ist ein Ring mit 1.
Wegen (1) gilt

ei-ej =0 furi # j. (6)
Wegen
e +..+e =1
1 S
=11
= (el+...+ es)-( e bt es)
= e%+...+ e? (nach (6))
und der Direktheit der Summenzerlegung (2) folgt
2
e: =e.

1 1
Fur je zwei Elemente von R, sagen wir
X=Xt X und y = Y et Y mit X Y € Ri
gilt

Xey (x1+...+ XS)'( y et ys)

=Xy et Xy (wegen (1)



S S

d.h. Addition und Mulitplikation werden in ¥, Ri =@ Ri koordinatenweise ausgefuhrt.
=1
R ist das direkte Produkt der Ri' Fury = 1 erhalten wir aus 1¢x = x = xe1 fur die j-ten

Koordinaten
e.°X. = X.=X.*€e. ,

J ]
d.h. ej spielt die Rolle des Einselements in Rj und Rj ist ein Ring mit 1.
5. Schritt. Ri ist einfach.

Nach Definition ist Ri Summe einfacher Linksideale, die alle isomorph zu Zi' Deshalb

ist jeder einfache Ri—Modul isomorph zu Zi l. die Bemerkung von 3.4.1 und ihr
Beweis). Als ist Ri einfach.

3.4.5 Satz 3: die Struktur der Moduln halbeinfacher Ringe

Sei R ein halbeinfacher Ring und M # 0 ein R-Modul. Dann gilt mit den
Bezeichnungen von 3.4.4 (Satz 2)
S S

M= @ R.M= DPe.M
=1 1 =11

Der R-Teilmodul Ri-M = eiM von M ist dabei gerade die Summe aller einfachen R-
Teilmoduln von M, welche isomorph sind zu éi'

Beweis. Sei Mi die Summe aller einfachen Teilmoduln von M, welche zu éi isomorph

sind. Ist N C M ein einfacher Teilmodul von M, so gilt
N=R-N=Ri-N (1)
fur ein i € L. Das erste Gleichheitszeichen gilt wegen 1 € R, das zweite wegen
S
R= Y R.
=1 !
zusammen mit Lemma 3.4.3 und weil eines der Produkte RJ.-N ungleich 0 sein muf.
Wire N nicht isomorph zu Zi SO ware Ri-N =0 nach Lemma 3.4.3. Mit (1) ist also
{.=N.
i

Zusammen erhalten wir fur jeden einfachen R-Modul
N fur N=¢ ;

R.eN = {
1 0 sonst

Weil M als halbeinfacher R-Modul die Summe seiner einfachen Moduln ist, folgt
Ri-M = Mi'

und
S S
M=R-M=(}Y RJ.)-M =3 RJ.-M

j=1 j=1
Wegen Rj = R-ej = eJ.-R ist

R.-M =¢.:R*M =¢.-M.
J J J



Zusammen ist also

S S
M= 3 ReM= 3 e-M

i=1 i=1
Wegen
e.furi=j
1 J |0 sonst

sind die Summen direkt.

QED.
3.5 Einfache Ringe

3.5.1 Endomorphismen von R sind Linkstranslationen

Seien R ein Ring und wEEndR(R) ein R-linearer Endomorphismus des R-Moduls R.

Dann gibt es ein Element a€R mit
P(x) = xea fur jedes x € R.
Beweis. Fur jedes x € R ist
PX) =P(xe1) = xyp(1).

Die Aussage ist richtig mit o :=y(1).
QED.

3.5.2 Satz 4: Eigenschaften von einfachen Ringen

Sei R ein einfacher Ring. Dann gelten die folgenden Aussagen.
) R ist eine endliche direkte Summe von einfachen Linksidealen.
(i1) R besitzt auler O und R keine zweiseitigen Ideale.

(iii)  Sind ¢’ und ¢” zwei einfache Linksideale von R, so gibt es ein o ER mit
=0 .
(iv)  Fur jedes einfache Linksideal ¢ von R gilt
¢-R =R.
Beweis. Zu (i). Weil R nach Definition ein halbeinfacher Ring ist, ist R eine direkte
Summe von einfachen Linksidealen, sagen wir

R= ©¢..
ier
Wir konnen dann das Einselement als endliche Summe von Elementen aus den Zj

schreiben, sagen wir
m

1= 3 B. mit B.€C. - {0}.
=1 J ]
Es gilt
m m
R=Rel= @®Rp.= D¢..
J:l J J:l _]

Das rechte Gleichheitszeichen gilt wegen
ReB.=¢.,
6J J



denn es gilt BjEZj , Zj ist ein einfaches Linksideal und R-[ij ein von 0 verschiedener

Teilmodul.

Zu (iii). Seien ¢’ und ¢ zwei einfache Linksideal von R. Weil R ein einfacher Ring ist,
sind sie isomorph als R-Modul. Sei

o Za : Z”
ein R-linearer Isomorphismus. Weil R als Modul uiber sich selbst halbeinfach ist, ist A
ein direkter Summand von R, sagen wir

R={(®N.
Sei
R —C, xX,y) & X,
die Projektion auf den ersten direkten Summanden. Dies ist eine R-lineare Surjektion.
Die Zusammensetzung mit dem Isomorphismus o,

oom: R — €7 (CR)
konnen wir als R-linearen Endomorphismus R — R ansehen. Nach 3.5.1 gibt es ein
0€ER mit
(o°m)(x) = xea fur jedes x € R.
Nach Definition ist die Einschrinkung von m auf ¢’ die identische Abbildung. Deshalb
ist die Einschrankung von oem auf ¢ gerade der Isomorphismus o. Insbesondere ist
Gonlg, 0 — 07, x b (0°m)(X) = X°q,

nicht identisch Null. Als R-lineare Abbildung zwischen einfachen R-Moduln ist dies ein
Isomorphismus, d.h. es ist
Z” - éa.a.

Zu (iv). Nach (iii) liegt in £*R jedes einfache Linksideal von R, also auch die Summe
dieser einfachen Ringsideale, also auch R.

Zu (ii). Sei I C R ein von 0 verschiedenes zweiseitiges Ideal. Dann gibt es ein
einfaches Linksideal £ von R, welches ganz in I liegt

(CI
(vgl.Bemerkung 3.2.2 (ii)). Weil I ein zweiseitigen Ideal ist, gilt nach (iv)
R=¢(RCICR,
alsoI =R.
QED.

3.5.3 Folgerung: Treue der einfachen Moduln
Seien R ein einfacher Ring, ¢ ein einfaches Linksideal von R und M ein einfacher R-
Modul. Dann gilt
(-M=M
und M ist ein treuer R-Modul.
Beweis. Nach 3.5.2 gilt

¢*M = {+(R*M) = ({*R)*M = R+M = M.
Sei aER ein Element mit
aM =0.
Dann gilt
0=Rea*M =Rea*R*M.



Nun ist Rea<R ein zweiseitigen Ideal von R, d.h. Rea*R ist gleich R oder gleich 0. Der
erste Fall kann nicht eintreten, denn dann wire 0 = RM = M, im Widerspruch dazu,
daB M ein einfacher R-Modul sein soll. Also gilt ReaieR = 0. Insbesondere ist

a=0.

Wir haben gezeigt, jeder einfache R-Modul ist treu.
QED.

3.5.4 Satz 5 (Satz von Rieffel)
Seien R ein Ring, der auler O und R keine zweiseitigen Ideale besizt,

¢{CR

ein von 0 verschiedenes linkes Ideal von R und
R’ = EndR(é), R” := EndR,(é).
Dann ist die natuirlichen Abbildung
MR— R’ ap fa’

mit fa(x) = ax ein Isomorphismus.
Beweis. Der Kern von A ist ein echtes zweiseitiges Ideal von R, also 0. Deshalb ist A
injektiv.
Weil <R ein von 0 verschiedenes zweiseitiges Ideal ist, gilt {sR =R, also

MEOMR) = MR). (1)
Firr beliebige x,y € ¢ und f € R” gilt
f(xy) = f(x)-y, 2)

denn die Multiplikation von rechts mit y € ¢ ist ein R-linearer Endomorphismus von ¢,

und f kommutiert als Element von R” mit solchen Endomorphismen. Die Identitat (2)
konnen wir auch in der folgenden Gestalt schreiben

fOMX)(y) = Mf(x))(y) fur alle x, y € € und alle fER”
d.h.

fol(x) = Mfex) fur x € ¢ und f ER”.
d.h. R”\(¢) C A(¢). Damit ist M(¢) ein linkes Ideal von R”. Damit gilt

R” =R”*MR) (wegen 1 €R)
=R”*M{l)*MR) (wegen (1))
=MEl)*MR) (weil M€) ein Linksideal ist)
=MR) (wegen (1)).
Damit ist auch die Surjektivitat von A bewiesen.
QED.
Bemerkungen

(i) Istder Ring R in 3.5.4 halbeinfach, so ist fur R die Zahl der einfachen direkten
Faktoren Ri gleich 1 (vgl. 3.4.4 Satz 2), d.h. R ist ein einfacher Ring.

(ii) Ist auBerdem auch € ein einfaches Linksideal, so ist R’ ein Schiefkorper und R
bekommt die Gestalt eines Endomorphismen-Rings eines endlich-dimensionalen
Vektorraums uiber diesem Korper. Der nachfolgende Satz ist eine Art Umkehrung
dieser Aussage.

3.5.5 Satz 6: Matrizen-Algebren sind einfach

Seien D ein Schiefkorper, V eine endlich-dimensionaler D-Vektorraum und
R = EndD(V).



Dann ist R ein einfacher Ring und V ist ein einfacher R-Modul. Auflerdem gilt
D= EndR(V).

Beweis. 1. Schritt. V ist ein treuer und einfacher R-Modul.

SeivE V - {0}. Der Vektor v ist ein Teil einer D-Vektorraum-Basis von V.

Insbesondere gibt es fur jedes w € V eine D-lineare Abbildung
aER= EndD(V)
mit ou(v) = w. Damit enthalt V keinen R-invarianten Unterraum aufler O und V selbst.
Mit anderen Worten, V ist als R-Modul einfach.
Ist aER ein Element aus dem Annullator von V in R, so gilt au(v) = 0 fur jedes v€ V,

d.h. a ist die 0-Abbildung, d.h. das 0-Element von R. Der R-Modul V ist somit treu.
2. Schritt. R ist ein einfacher Ring.
Sei

Vl,...,Vm eV
eine D-Vektorraum-Basis von V. Dann ist die Abbildung
R— VI, 0 b (@(v )., alv ),
von R in die m-fache direkte Summe von V ist injektiv und R-linear. Fur jedes
(Wl""’wm) e V(m)

gibt es ein o ER mit oc(vi) =W, fur alle i. Die Abbildung ist ein R-linearer

Isomorphismus. Als R-Modul uiber sich selbst ist R eine direkte Summe von
Exemplaren des einfachen R-Moduls V. Damit ist R halbeinfach, und da bis auf
Isomorphie nur ein einfacher R-Modul (ndmlich V) in der direkten Summe vorkommt
ist R ein einfacher Ring.

3. Schritt. D = EndR(V).

Der Vektorraum V ist als D-Modul halbeinfach (weil V direkte Summe eindimensionaler
Unterraume ist und 1-dimensionale D-Vektorraume als D-Moduln einfach sind). Wir
konnen deshalb den Dichtesatz 3.3.2 anwenden (mit R und D vertauscht): fur

cpEEndR(V) und v € V-{0}
gibt es ein a € D mit @(v) = aev.
Seiw € V. Es gibtdannein fER = EndD(V) mit f(v) = w, also

e(w) = q(t(v))
= f(p(v)) (¢ ist R-linear und f € R)

= f(av) (nach Wahl von a)
=a+f(v) feR= EndD(V) ist D-linear und a€D)
=a°w (nach Wahl von f).

Da dies fur jedes w € V gilt, ist ¢ = fa gerade die Multiplikation mit a von links, d.h.
jedes vorgegebene ¢ aus EndR(V) liegt im Bild der natuirlichen Abbildung

D— EndR(V), aB fa , mit fa(x) = ax.

Die natuirliche Abbildung ist surjektiv. Sie ist injektiv weil sie nicht identisch O ist und D
als Schiefkorper keine zweiseitigen Ideale auBer O und D besitzt.
QED.



3.5.6 Satz 7: Die Zahl der Linksideale in einer Zerlegung von Matm(k)

Seien k ein Korper, V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum,

m := dimk \Y
und
R = Endk(V).
Dann ist R ein k-Vektorraum der Dimension
dimk R= m2.

AuBerdem ist m die Zahl der einfachen Linksideale, die in einer Zerlegung von R in eine
direkte Summe solcher Ideale auftritt.
Beweis. Der Raum der k-linearen Endomorphismen von V 146t sich mit dem Raum der

nxn-Matrizen mit Eintrdgen aus k identifizieren, d.h. es gilt

dimk R= rn2.

Auf der anderen Seite ist R also R-Modul isomorph zu einer m-fachen direkten Summe

v(m) yon Exemplaren von V (vgl. 2.Schritt im Beweis von 3.5.5 Satz 6). Der
verbleibende Teil der Behauptung ergibt sich aus der Eindeutigkeitsaussage von 3.1.6

Proposition 2.
QED.

3.5.7 Eine explizite Zerleung von Matm(k) in Linksideale

In der Terminologie von 3.1 ist die Zahl m von 3.5.6 Satz 7 gerade die Lange des Rings
R

Wir konnen
R= Endk(V)
mit Hilfe einer Basis von V mit dem Matrizenring
Matm(k)

identifizieren. In diesem Fall konnen wir als einfache Linksideale ¢ ; (i=1,..m)die

Ideale verwenden, deren Matrizen nur in der i-ten Spalte von O verschiedene Eintrage
besitzen.
Wir sehen unmittelbar, daf3 R die direkte Summe der m Spalten ist.

3.5.7 Das Zentrum eines vollen Matrizen-Rings

Kommutiert die Matrix A € Matm(k) mit allen anderen Matrizen von Matm(k), so ist A

eine Skalar-Matrix.
Beweis. Seien V=k" und R = Endk(V). Dann konnen wir die Matrix A als R-linearen

Endomorphismus von V betrachten. Nach 3.5.5 Satz 6 (mit D = k) liegt jeder solche
Endomorphismus in k.

QED.

Bemerkung

Der Beweis dieser Aussage durch direktes Rechnen ist auch nicht schwer.
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